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本 书 是 同济 大 学 数学 系 编 《线性 代数 ?的 第 五 版 ,依据 工科 类 本 科 线 性 代数 课程 教学 基本 
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前 提 下 ,适当 降低 理论 推导 的 要 求 ,注重 解决 问题 的 矩阵 方法 。 为 此 ,对 书 中 某 些 理论 的 证 明 
改 为 小 字 排 印 ,并 调整 了 部 分 例题 与 习题 。 

本 书 内 容 分 为 :行列 式 ,矩阵 及 其 运算 ,矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 组 向量 组 的 线性 相 
关 性 .相似 抢 阵 及 二 次 型 ”线性 空间 与 线性 变换 等 六 章 , 各 章 均 配 有 一 定数 量 的 习题 , 书 末 
附 有 习题 答案 。 其 中 一 至 五 章 ( 除 用 小 字 排 印 的 内 容 外 ) 符 合 教学 基本 要 求 ,教学 时 数 约 34 
学 时 。 一 至 五 章 中 用 小 字 排 印 的 内 容 供 读者 选读 ,第 六 章 较 多 地 带 有 理科 的 色彩 , 供 对 数学 
要 求 较 商 的 专业 选用 。 

本 书 可 供 高 等 院 校 工程 类 各 专业 使 用 ,也 可 供 自学 者 和 科技 工作 者 阅读 。 
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第 五 县 前 言 


本 书 第 五 版 是 在 第 四 版 的 基础 上 ,参照 近期 修订 的 工科 类 本 科 赦 学 基础 课 
程 教学 基本 要 求 (以 下 简称 教学 基本 要 求 ) ,并 考虑 当前 教学 的 实际 情况 ,进行 修 
订 而 成 的 。 

这 次 修订 的 主导 思想 是 :在 满足 教学 基本 要 求 的 前 提 下 ,适当 降低 理论 推 时 
的 要 求 ,注重 解决 问题 的 矩阵 方法 。 为 此 , 除 第 六 章 仍 加 #* 号 而 外 ,对 第 一 章 至 
第 五 章 中 的 部 分 内 容 ( 例 如 :为 证 明 行 列 式 的 基本 性 质 而 引入 的 排列 对 换 的 知 
识 ,为 证 明 矩 阵 初等 变换 的 基本 性 质 而 引入 的 初等 矩阵 的 知识 ,以 及 某 些 定理 的 
证 明 ) 改 为 用 小 字 排 印 , 以 表明 它们 为 非 必 读 内 容 , 从 而 有 利于 在 限定 的 学 时 内 
更 好 地 掌握 教学 基本 要 求 所 规定 的 内 容 。 这 些 用 小 字 排 印 或 加 * 号 的 内 容 , 供 
有 较 高 要 求 的 读者 选 学 。 此 外 ,修订 时 对 例题 和 习题 也 作 了 适当 的 调整 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 

在 教育 部 高 教 司 和 高 等 教育 出 版 社 的 支持 下 ,本 书 列 入 普通 高 等 教育 “十 一 
五 "国家 级 规划 教材 。 同 时 ,本 书 也 列 入 高 等 教育 出 版 社 " 高 等 教育 百 门 精品 课 
程 教材 建设 "项 目 和 同济 大 学 教材 建设 规划 。 对 于 教育 部 高 教 司 高 等 教育 出 版 
社 和 同济 大 学 有 关 部 门 对 本 书 的 关心 和 扶植 , 谭 在 此 表示 填 心 的 感谢 。 


编 者 
2007 年 工 月 


第 一 版 前 言 


同济 大 学 数学 教研 室 主编 的 《高 等 数学 ?(1978 年 第 1 工 版 ) 年 前 决定 修订 再 
版 ,其 中 的 第 十 三 章 线性 代数 决定 单独 成 书 ,以 便 应 用 。 为 此 ,由 同济 大 学 骆 承 
钦 同 志 把 《 商 等 数学 ?第 十 三 章 改 编 成 本 书 。 在 改编 时 ,对 原 教材 作 了 较 多 的 修 
改 与 补充 ,以 期 能 较为 符合 1980 年 制订 的 教学 大 网 的 要 求 。 

本 书 介绍 线性 代数 的 一 些 基 本 知识 ,可 作为 商 等 工业 院 校 工程 数学 “线性 代 
数 " 课 程 的 试用 教材 和 教学 参考 书 。 本 书 前 五 章 教学 时 数 约 34 学 时 ,第 六 章 较 
多 地 带 有 理科 的 色彩 , 供 对 数学 要 求 较 高 的 专业 选用 。 各 章 配 有 少 基 习题 , 书 来 
附 有 习题 答案 。 

人 参加 本 书 审 稿 的 有 上 海 海运 学 院 陆 子 芬 教授 ( 主 审 )、 浙 江 大 学 盛 骤 、 孙 玉麟 
等 同志 。 他 们 认真 审 闪 了 原稿 ,并 提出 了 不 少 改进 意见 ,对 此 我 们 表示 填 心 感 
谢 。 


编 者 
1981 年 11 月 


第 二 版 前 


也 小 


本 书 第 一 版 自 1982 年 出 版 以 来 ,我 们 采用 它 作为 教材 ,已 经 经 历 了 多 次 的 
教学 实践 。 这 次 我 们 根据 在 实践 中 积累 的 一 些 经 验 ,并 吸取 使 用 本 书 的 同行 们 
所 提出 的 宝贵 意见 ,将 它 的 部 分 内 容 作 了 修改 ,成 为 第 二 版 。 

这 次 修订 ,对 第 三 章 和 第 四 章 改 动 稍 大 ,第 一 二 \ 五 章 也 有 改动 ,并 增加 了 
少量 习题 。 此 外 ,对 超出 国家 教委 于 1987 年 审定 的 高 等 工业 学 校 “ 线 性 代数 课 
程 教学 基本 要 求 "的 内 容 加 了 * 号 。 这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 
担 。 1 
北京 印刷 学 院 盛 祥 兆 教 授 详 细 审 阅 了 本 修订 稿 ,并 提出 了 许多 改进 的 意见 ， 
谦 在 此 表示 趁 心 的 感谢 。 此 外 ,我 们 还 向 关心 本 书 和 对 本 书 第 一 版 提出 宝贵 意 
见 的 同志 们 玫 示 深切 的 谢意 。 


编 者 
1990 年 12 月 


第 二 版 前 言 


本 书 第 二 版 自 1991 年 出 版 以 来 ,广大 读者 和 使 用 本 书 的 同行 们 对 本 书 提 出 
了 许多 修改 意见 ,我 们 说 在 此 向 关心 本 书 和 对 本 书 提出 宝贵 意见 的 同志 们 表示 
衷心 的 感谢 。 

这 次 修订 ,在 第 一 章 增 加 了 二 阶 与 三 阶 行列 式 ,以 加 强 与 中 学 教学 内 容 的 衡 
接 ; 第 二 章 增加 了 少量 关于 拖 阵 及 其 运算 的 实际 背景 的 内 容 ; 第 三 四 两 章 作 了 
彻底 更 换 理 论 体 系 的 修改 。 新 的 第 三 章 先 引进 矩 阵 的 初等 变换 和 秩 的 概念 ,证 
明了 初等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 然 后 藉 此 建立 线性 方程 组 有 惟一 解 和 有 无 穷 多 
解 的 充分 必要 条 件 ,解决 了 线性 方程 组 的 求解 问题 。 新 的 第 四 章 讨 论 向 量 组 的 ， 
线性 相关 性 ,由 于 有 了 和 矩阵 和 线性 方程 组 的 理论 ,致使 这 一 讨论 大 为 简化 ,从 而 
达到 化 难为 易 的 目的 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 

天 津 大 学 齐 植 兰 教授 和 北京 理工 大 学 史 荣 昌 教 授 详 细 审 阔 了 本 修订 稿 ,并 
提出 了 许多 改进 的 意见 ,说 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 此 外 ,还 要 感谢 教育 部 高 教 司 
教材 处 和 高 等 教育 出 版 社 对 本 书 的 关心 和 扶植 。 


编 者 
1998 年 8 月 


第 四 版 前 言 


本 书 第 三 版 自 1999 年 出 版 以 来 ,广大 读者 和 使 用 本 书 的 同行 们 对 于 它 的 编 
写 体系 , 即 先 建 立 线 性 方程 组 理论 .后 讨论 向 重组 的 线性 相关 性 的 体系 ,都 表示 
驳 同 ,认为 这 样 的 编排 有 利于 理解 线性 代数 的 抽象 的 知识 ,降低 了 学 习 本 课程 的 
难度 。 因 此 在 这 次 修订 时 ,我 们 保留 了 原来 的 体系 , 仅 对 其 中 儿 处 作 了 次 序 的 调 
整 ,以 使 叙述 更 加 颇 畅 ;在 文字 上 也 作 了 少许 修改 ,并 增加 了 一 些 解说 性 的 段落 ， 
以 使 论述 更 加 通俗 易 懂 ;此 外 还 调整 并 增加 了 部 分 例题 和 习题 ,其 中 有 些 选 自 近 
年 研究 生 入 学 考试 的 试题 。 

这 次 修订 工作 仍 由 同济 大 学 骆 承 钦 同 志 承 担 。 


编 者 
2003 年 2 月 
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着 人 一 
行 列 式 


本 章 主要 介绍 ， 阶 行列 式 的 定义 ,性 质 及 其 计算 方法 .此 外 还 要 介绍 用 
阶 行列 式 求解 ”元 线性 方程 组 的 克拉 默 (Cramer) 法 则 . 


$1 二 阶 与 三 阶 行列 式 


一 、 二 元 线性 方程 组 与 二 阶 行列 式 


用 消 元 法 解 二 元 线性 方程 组 
这 
ee 己 (1) 
&2 1 十 az XU) 人 
为 消去 未 知 数 z: ,以 az 与 au 分 别 乘 上 列 两 方程 的 两 端 ,然后 两 个 方程 相 减 ,得 
(auaz 一 aoazaj)zZi 一 az 一 aiz02j UL 一 饭 
类 似 地 ,消去 zi ,得 
(anaz 一 azazt)zz=apbz 一 Da2l， 


当 aua2z -aaa2i 天 0 时 , 求 得 方程 组 (1) 的 解 为 ， 


z) = oua2z 一 Qialp02 za 一 ap2 一 Daal (2) 


QQ22 一 Q12Q21 QQ22 一 QizQ2l 
(2) 式 中 的 分 子 、 分母 都 是 四 个 数 分 两 对 相 乘 再 相 减 而 得 .其 中 分 母 cu az 


- aaza2: 是 由 方程 组 (1) 的 四 个 系数 确定 的 ,把 这 四 个 数 按 它们 在 方程 组 (1) 中 
的 位 置 , 排 成 二 行 二 列 ( 横 排 称 行 . 竖 排 称 列 ?的 数 表 


CI CI2 
(3) 
CQ21  C22， 
表达 式 CC22 一 Ci2Q2 称 为 数 表 (3) 所 确定 的 二 阶 行列 式 ,并 记 作 
CI Ci12 
(4) 
CQC21 双 22 








数 oj (i= 1,2;j = 1,2) 称 为 行列 式 (4) 的 元 素 或 元 .元 素 o 的 第 一 个 下 标 ; 
称 为 行 标 ,表明 该 元 素 位 于 第 ; 行 ,第 二 个 下 标 ) 称 为 列 标 ,表明 该 元 素 位 于 第 
j 列 .位 于 第 ; 行 第 ) 列 的 元 素 称 为 行列 式 (4) 的 (zi 7) 元 . 

上 述 二 阶 行列 式 的 定义 ,可 用 对 角 线 法 则 来 记忆 .参看 图 1.1, 把 cu 到 az 
的 实 联 线 称 为 主 对 角 线 ,ai 到 ax 的 虚 联 线 称 为 副 对 角 线 ， 
于 是 二 阶 行列 式 便 是 主 对 角 线 上 的 两 元 素 之 积 减 去 副 对 角 六 












































线 上 两 元 素 之 积 所 得 的 差 . 221 22 
利用 二 阶 行列 式 的 概念 ,(2) 式 中 zi,z: 的 分 子 也 可 写 
成 二 阶 行列 式 , 即 图 1.1 
1 al ail 0 
1a2 一 Qta02 三 ， aitpa 一 Daal 二 
0 aa22 42 Da2 
若 记 
门 = QI 212 ，D = 上 212 ，D,= at po 
4Q21 222 pa22 a2 02 
那么 (2) 式 可 写成 
2 an 2 
_ Di 0 a22 也 ， 12a2 六 2 
五 41 412 2 2 41 
CQ21  Q22 2Q21 422 














注意 这 里 的 分 母 D 是 由 方程 组 (1) 的 系数 所 确定 的 二 阶 行列 式 ( 称 医 数 行 


列 式 ) ，z， 的 分 子 也 ， 是 用 常数 项 p1 ， 02 替换 忆 中 z， 的 系数 21 ,az 所 得 的 二 
阶 行列 式 ,z， 的 分 子 忆 ， 是 用 常数 项 1 ，B， 替换 也 中 z， 的 系数 CI2 ,a22 所 得 的 


二 阶 行列 式 . 
例 1 求解 二 元 线性 方程 组 < | 
3zi -2z; = 12， 万 


解 由 于 
| |=3-(- 人 =7z0， 
所 = =12-(- 纪 =14 
D,= |: | =3-24= -21， 
因此 和 


二 、 三 阶 行列 式 
定义 ” 设 有 9 个 数 排 成 3 行 3 列 的 数 表 


Q2 Q2 223 (S) 


记 






三 刀 Q22 人 十 Q13Q21032 一 CQ23G32 
0 Q&33 QI13Q22231， (6) 
(6) 式 称 为 数 表 (5) 所 确定 的 三 阶 行列 式 . 
上 述 定义 表明 三 阶 行列 式 含 6 项 ,每 项 均 为 不 同行 不 同 列 的 三 个 元 素 的 乘 
积 再 冠 以 正 负 号 ,其 规律 遵循 图 1.2 所 示 的 对 角 线 法 则 :图 中 有 三 条 实 线 看 做 是 
平行 于 主 对 角 线 的 联 线 , 三 条 虚线 看 做 是 平行 于 副 对 角 线 的 联 线 , 实 线 上 三 元 素 
的 乘积 冠 正 号 ,虚线 上 三 元 素 的 乘积 冠 负 号 ， 








人 As 
7 eol 22 
S 人 G3l 
ss 
和 
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| 人 包 一 全 SR E 
例 2 计算 三 阶 行列 式 RE C 人 7 人 于 惫 X 妇 (2 
力 二 | 二 5 了 1 一 六 吕 X| 本 CC 
=3 本 二 2 | 
解 ” 按 对 角 线 法 则 ,有 


=1x2x(-2)+2xlx(-3)+(-4)x(-2)X4 
-1Xlix4-2x(-2)Xx(-2)-(-4)x2x(-3) 
=-4-6+32-4-8-24= -14. 
例 3 求解 方程 


2 >X 坏 多 二 4x 





1 1 1 RS 昌 二 
2 3 xz |= < - 信 2 人 
4 9 zz 信 汪 6 一 SX < 
解 方程 左 端的 三 阶 行列 式 X 二 2- 六 -XSD 
D =3z*+4z+18-9z-2z2 一 12 0 
= -5z+6， (x-2)x-2 仿 =c 


由 xz-S5Sz+6=0 解 得 z=2 或 zx=3. 
对 角 线 法 则 只 适用 于 二 阶 与 三 阶 行 列 式 ,为 研究 四 阶 及 更 高 阶 行列 式 ,下面 
先 介 绍 有 关 全 排列 的 知识 ,然后 引出 ” 阶 行列 式 的 概念 . 


$2 全 排列 及 其 逆序 数 


先 看 一 个 例子 . 

引 例 用 1,2,3 三 个 数字 ,可 以 组 成 多 少 个 没有 重复 数字 的 三 位 数 ? 

解 ”这 个 问题 相当 于 说 ,把 三 个 数字 分 别 放 在 百 位 、 十 位 与 个 位 上 ,有 几 种 
不 同 的 放 法 ? 

显然 , 百 位 上 可 以 从 1,2,3 三 个 数字 中 任 选 一 个 ,所 以 有 3 种 放 法 ;十 位 上 
只 能 从 剩 下 的 两 个 数字 中 选 一 个 ,所 以 有 2 种 放 法 ;而 个 位 上 只 能 放 最 后 剩 下 的 
一 个 数字 ,所 以 只 有 1 种 放 法 .因此 ,共有 3x2x1=6 种 放 法 . 

这 六 个 不 同 的 三 位 数 是 : 

123 ,231,312 ,132 ,213 ,321. 

在 数学 中 ,把 考察 的 对 象 ,例如 上 例 中 的 数字 1,2,3 叫做 元 素 . 上 述 问题 就 
是 :把 3 个 不 同 的 元 素 排 成 一 列 ,共有 几 种 不 同 的 排 法 ? 

对 于 ” 个 不 同 的 元 素 , 也 可 以 提出 类 似 的 问题 :把 ”个 不 同 的 元 素 排 成 一 
列 ,共有 几 种 不 同 的 排 法 ? 

把 z 个 不 同 的 元 素 排 成 一 列 ,叫做 这 2” 个 元 素 的 全 排列 (也 简称 排列 ). 

2 个 不 同 元 素 的 所 有 排列 的 种 数 ,通常 用 局, 表示 .由 引 例 的 结果 可 知 P; = 
3'2"1=06. 

为 了 得 出 计算 已, 的 公式 ,可 以 仿照 引 例 进 行 讨 论 : 

从 ?个 元 素 中 任 取 一 个 放 在 第 一 个 位 置 上 ,有 2” 种 取 法 ; 

又 从 剩 下 的 z -1 个 元 素 中 任 取 一 个 放 在 第 二 个 位 置 上 ,有 2 -工种 取 法 ; 

这 样 继续 下 去 ,直到 最 后 只 一 下 一 个 元 素 放 在 第 ” 个 位 置 上 ,只 有 !1 种 取 
法 .于 是 

忆 , =72 (7 一 1) 3.2.1 三 1. 

对 于 2 个 不 同 的 元 素 , 先 规 定 各 元 素 之 间 有 一 个 标准 次 序 ( 例 如 ”个 不 同 
.4 ， 


的 自然 数 ,可 规定 由 小 到 大 为 标准 次 序 ) ,于 是 在 这 ” 个 元 素 的 任 一 排列 中 , 当 
某 两 个 元 素 的 先后 次 序 与 标准 次 序 不 同时 ,就 说 有 1 个 逆序 .一 个 排列 中 所 有 道 
序 的 总 数 叫做 这 个 排列 的 逆序 数 . 

逆序 数 为 奇数 的 排列 叫做 奇 排列 ,逆序 数 为 偶数 的 排列 叫做 偶 排 列 . 

下 面 来 讨论 计算 排列 的 逆序 数 的 方法 . 

不 失 一 般 性 ,不妨 设 ”个 元 素 为 1 至 ”这 痉 个 自然 数 ,并 规定 由 小 到 大 为 
标准 次 序 . 设 

户 | 六 

为 这 2 个 自然 数 的 一 个 排列 ， Re 7) ,如 果 比 户 大 的 且 排 
在 户 前 面 的 元 素 有 1 个 ,就 说 户 逆序 数 是 志 . 全 体 元 素 的 逆序 数 之 
总 和 


| 





一 十 吉 十 十 疙 一 ， 
即 是 这 个 排列 的 首 序数 . 
例 4 求 排列 32514 的 逆序 数 . 
解 在 排列 32514 中 : 
3 排 在 首位 ,逆序 数 为 0; 
2 的 前 面 比 2 大 的 数 有 一 个 (3) , 故 逆 序数 为 1; 
5 是 最 大 数 ,逆序 数 为 0; 
1 的 前 面 比 1 大 的 数 有 三 个 (3、.2 .5) , 故 逆 序数 为 3; 
4 的 前 面 比 4 大 的 数 有 一 个 (5) , 故 逆序 数 为 1 ,于 是 这 个 排列 的 道 序数 为 
1i=0+1+0+3+1=5. 


8$3 7 阶 行列 式 的 定义 


为 了 给 出 2” 阶 行列 式 的 定义 , 先 来 研究 三 阶 行列 式 的 结构 .三 阶 行列 式 定 
义 为 
2 42 4 
aa 4a2 42 |=alazazQ3 十 aa23031 士 23021032 


C31 CQ32 433 








一 ac23432 ”CQ124210433 QQ13Q22Q231. (6) 

容易 看 出 
(i) (6) 式 右边 的 每 一 项 都 恰 是 三 个 元 素 的 乘积 ,这 三 个 元 素 位 于 不 同 的 
行 ,不 同 的 列 .因此 ,(6) 式 右 端的 任 一 项 除 正 负 号 外 可 以 写成 ciw azo, aanw, .这 


。 9 。 


里 第 一 个 下 标 ( 行 标 ) 排 成 标准 次 序 123 ,而 第 二 个 下 标 ( 列 标 ) 排 成 轴 加 因 , , 它 
是 1,2,3 三 个 数 的 某 个 排列 .这 样 的 排列 共有 6 种 ,对 应 (6) 式 右 端 共 含 6 项 . 

(ii) 各 项 的 正 负 号 与 列 标的 排列 对 照 ， 

带 正 号 的 三 项 列 标 排 列 是 1253， 5 2; 

带 负 号 的 三 项 列 标 排 列 是 132 , 嫉 3 ,321. 

经 计算 可 知 前 三 个 排列 都 是 偶 排 列 ,而 后 三 个 排列 都 是 奇 排列 .因此 各 项 所 
带 的 正 负 号 可 以 表示 为 (-1) ,其 中 上 为 列 标 排列 的 逆序 数 . 

总 之 ,三 阶 行列 式 可 以 写成 
QI Qt 243 


CQ2l 公 22 刀 23 这 之 全 1 人 人 光 Q2p， Q3p3 9 








CQ31 . Q32 CQ33 
其 中 : 为 排列 pb。 2; 的 道 序数 , 立 表 示 对 1,2,3 三 个 数 的 所 有 排列 如 z， b; 取 
和 . 

仿 此 ,可 以 把 行列 式 推 广 到 一 般 情形 . 

定义 设 有 天 个 数 , 排 成 行 z 列 的 数 表 


aa 
作出 表 中 位 于 不 同行 不 同 列 的 ”个 数 的 乘积 ,并 冠 以 符号 ( - 1) ,得 到 形 如 

(一 1) Qip 02p Gop， 《7) 
的 项 ,其 中 记 记 2 … 力 ,为 自然 数 1,2,…，,2 的 一 个 排列 ,上 为 这 个 排列 的 逆序 数 . 
由 于 这 样 的 排列 共有 z! 个 ,因而 形 如 (7) 式 的 项 共有 2z! 项 .所 有 这 ?21! 项 的 
代数 和 

2 人 一 1) ay Q2p QQ 
称 为 z 阶 行列 式 , 记 作 


QI 2 ”Qi 


CC2i 2L22 ”QQ2n 
万 三 
Cai Qo2 村 Cnmmn 


简 记 作 det(ai ) ,其 中 数 ai 为 行列 式 古 的 (i 7) 元 ， 
。6 


按 此 定义 的 二 阶 、 三 阶 行列 式 , 与 $1 中 用 对 角 线 法 则 定义 的 二 阶 、 三 阶 行 
列 式 , 显 然 是 一 致 的 . 当 ?”=1 时 ,一 阶 行列 式 |al = a ,注意 不 要 与 绝对 值 记号 相 
混 消 . 

例 $ 证 明 ” 阶 行列 式 





的 和 
儿 
其 中 未 写 出 的 元 际 都 是 0。 
证 ”第 一 式 左 端 称 为 对 角 行 列 式 , 其 结果 是 显然 的 ,下 面 只 证 第 二 式 . 
在 第 二 式 左 端 中 ,, 为 行列 式 的 (im -it+l) 元 , 故 记 )= ai ，， 
列 式 定义 
Al Qin 


CQ2.-1 


4 


=( 一 1 aaz an =( 一 1)0 2…X， 
其 中 : 为 排列 z(z -1)…2 1 的 疼 序 数 , 故 
:=0+1+2+ 洲 + (1)= 马 全 证 毕 
主 对 角 线 以 下 (上 ) 的 元 素 都 为 0 的 行列 式 叫做 上 (下 ) 三 角形 行列 式 , 它 的 
值 与 对 角 行 列 式 一 样 . 
例 6 证 明 下 三 角形 行列 式 


CI 0 
Ca 人 22 

DPD=| . 二 QIIQ22 QQ 
Cal Cn2 CQ 


证 由 于 当 Jj >i 时 ,=0, 故 也 中 可 能 不 为 0 的 元 素 ae ,其 下 标 应 有 
人 \- 志 一 -一 一 
户 委 i 即 加 入 L 因 2, 和 入 


在 所 有 排列 如 加 … 轧 中 ,能 满足 上 述 关 系 的 排列 只 有 一 个 自然 排列 12…m， 
。 7 。 


所 以 D 中 可 能 不 为 0 的 项 只 有 一 项 ( - 1)'o az …a。， 要 的 管 叶 (二 1) = 
(=--1)2=1 ,所 以 


已 QIIC22 “CQ ， 


8$4 对 换 


为 了 研究 ” 阶 行列 式 的 性 质 , 先 来 讨论 对 换 以 及 它 与 排列 的 奇偶 性 的 关系 . 

在 排列 中 ,将 任意 两 个 元 素 对 调 ,其 余 的 元 素 不 动 , 这 种 作出 新 排列 的 手续 叫做 对 换 . 将 
相 邻 两 个 元 素 对 换 ,叫做 相 邻 对 换 . 

定理 1 一 个 排列 中 的 任意 两 个 元 素 对 换 ,排列 改变 奇偶 性 . 

证 ea 

设 排列 为 @i evazoi bu ,对 换 与 六 , 变 为 gapab 显然 ,ar 
D Ng 而 c,b 两 元 素 的 道 序数 改变 为 : 当 w< 时 ,经 对 
换 后 a 的 道 序数 增加 1 工 而 0 的 道 序数 不 变 ; 当 we > 情 时 ,经 对 换 后 a 的 首 序 数 不 变 而 4 的 逆 
序数 减少 1. 所 以 排列 os; …aiab5; …5。 与 排列 wj …aibabi…b。 的 奇偶 性 不 同 . 

再 证 一 般 对 换 的 情形 . 

设 排列 为 wj … aiabi …pbubci…cs 把 它 作 凡 次 相 邻 对 换 , 变 成 oj … au&66 boci cv， 
再 作 六 + 上 次 相 邻 对 换 , 变 成 ci …eipb0 Doci ce 总 之 ,经 2z2+1 次 相 邻 对 换 ,排列 c 
aiapi ppupci cy 变 成 排列 aajb0 pacics ,所 以 这 两 个 排列 的 奇偶 性 相反 . 

奇 排列 变 成 标准 排列 的 对 换 次 数 为 亲 数 , 偶 排 列 变 成 标准 排列 的 对 换 次 数 为 





偶数 . 
证 由 定理 上 知 对 换 的 次 数 就 是 排列 奇偶 性 的 变化 次 数 , 而 标准 排列 是 偶 排 列 ( 邀 序数 
为 0) ,因此 知 推论 成 立 . 证 毕 


利用 定理 上 ,下 面 来 讨论 行列 式 定义 的 另 一 种 表示 法 . 
对 于 行列 式 的 任 一 项 
《 La ip in oa ， 
其 中 了 为 自然 排列 ,* 为 排列 证 记忆 的 逆序 数 ,对 换 元 素 ee 成 
(一 Do aa 


这 时 ,这 一 项 的 值 不 变 ,而 行 标 排列 与 列 标 排列 同时 作 了 一 次 相应 的 对 换 设 新 的 行 标 排列 
1 的 道 序数 为 >, 则 r 为 奇数 ; 设 新 的 列 标 排列 六 … 广 … 记 和 各 本 人 , 则 3 ， 让 


sea ， T 
~ 一 -一 人 
于 是 | 
人 op 一 (一 1 1 0 人 是 


二 基 表 明 对 换 末 可 中 两 元 的 次 序 , 共 而 行 标 排列 与 列 标 排列 加 时 作 了 相应 的 对 扫 . 
行 标 排列 与 列 标 排列 的 递 序数 之 和 并 不 改变 奇 个 性 .经 一 次 对 换 是 如 此 ,经 多 次 对 换 当然 还 
是 如 此 .于 是 ,经 过 若干 次 对 换 , 使 : 国 / ji CT 
8 一 As 


列 标 排 列 户  … 思 (逆序 数 为 上 站) 变 为 自然 排列 (逆序 数 为 0); 
行 标 排 列 则 相应 的 从 自然 排列 变 为 某 个 新 的 排列 , 设 此 新 排列 为 g, gz…gw ,其 道 序数 为 


3, 则 有 


《一 1) an， CQ2p。” Qnp， = 人 (一 ]) Qi1Qq2 Con 
又 , 若 户 = 六 则 = 六 即 ao = 后 = sw) 可见 排列 di gz…9, 由 排列 六 记 2 … 思 所 惟一 
确定 . 
由 此 可 得 
定理 2 ?7 阶 行列 式 也 可 定义 为 
D= 之 (一 1) oneanz ana， 
其 中 上 为 行 标 排列 PP De 的 逆序 数 . 
证 ” 按 行 列 式 定义 有 
D= 了 (- Dion aa am ， 
记 DD， = >2)(- 1) an lapja mvQnn， 
由 上 面 讨 论 知 ; 对 于 D 中 任 一 项 (- 1)"e em ao ,总 有 且 仅 有 Di 中 的 某 一 项 
(-1)"as es…avn 与 之 对 应 并 相等 ;反之 ,对 于 ， 和 一 项 (- 1 "on enaz…ans ,也 总 
和 训 人 ui。 ass eaw 与 之 对 应 并 相等 ,于 是 D 与 D, 中 的 项 可 以 一 


一 对 应 并 相等 ,从 而 局 = 记 ，,. 


$5 行列 式 的 性 质 


记 
CI 2412 Cl QI 421 Cni 
C21 CC22 C2v QI2 2Q22 C2 
让 1 
姜 = 攻 ， 门 下 站 
Cl CCx2 0 人 mn Cn CQ2n 机 (7 子 汪 


行列 式 Dr 称 为 行列 式 忆 的 转 置 行列 式 . 
性 质 1 行列 式 与 它 的 转 置 行列 式 相等 . 
证 记 D=det(ai) 的 转 置 行列 式 
0 0 0 
人 机 人 下 ， 
Da Da 人 2 
即 Dr 的 (元 为 间 则 号 =o(0=12,…), 按 定义 
帮 :=>(- 1) On， aw， =Z(-- 1 aolepaz da 


而 由 定理 2, 有 
中 = 之 (一 1) ah ieaia an ni， 
故 D' = 了 D， 证 毕 
由 此 性 质 可 知 ,行列 式 中 的 行 与 列 具有 同等 的 地 位 ,行列 式 的 性 质 凡是 对 行 
成 立 的 对 列 也 同样 成 立 ,反之 亦 然 ， 
性质 2 互 换行 列 式 的 两 行 ( 列 ) ,行列 式 变 号 . 
证 设 9 芭 


0 pb 0 
D, = 人 人 0 
si Da 和 六 


是 由 行列 式 刀 = det(e, ) 对 换 zi 两 行 得 到 的 , 即 当 & 尖 ii 时 ,2 拓 au 当 上 三 z 7/ 时 ,ov 二 
Cjp ,0 三 City ,于 是 

了 乙 人 1 bm 中 Oo 0 0 

= 二 (- 1) an 的 


= 也 (-1'aiw ea 2 ap ， 


其 中 1… 访 为 自然 排列 ,: 为 排列 户 … 户 … 户 … 户 的 斤 序 数 . 设 排列 请 … 户 …… 记 …… 记 
的 逆序 数 为 二 , 则 (- 四 = -(-1)” , 故 
二 一 1 on am 二 一 也 . 证 毕 


以 an 以 c， 用 示 第 ; 列 .交换 守 ,，) 两 行 记 作 六 一 六 , 交 
换 守 ,7 两 列 记 作 ci 一 ci . 

推论 ”如 果 行 痉 丈 有 两 行 ( 列 ) 完 全 相同 , 则 此 行列 式 等 于 零 

证 “把 这 两 行 互 换 , 有 了 = -了 D, 故 D=0， 

性 质 3 行列 式 的 某 一 行 ( 列 ) 中 所 有 的 元 索 都 乘 以 同一 数 &, 等 于 用 数 
丧 此 行列 式 . 

第 ; 行 ( 或 列 ) 乘 以 &, 记 作 ~ x&( 或 ci x). 

推论 ”行列 式 中 某 一 行 ( 列 ) 的 所 有 元 过 的 公 因 子 可 以 提 到 行列 式 记 号 的 外 
面 . 

第 ;和 行 (或 列 ) 提 出 公 因 子 &, 记 作 ~ 二 &( 或 ci 二 ). 

性 质 4 行列 式 中 如 果 有 两 行 ( 列 ) 元 素 成 比例 ， 则 此 行列 式 等 于 到， 

性 质 5 车 行 列 式 的 某 一 列 ( 行 ) 的 元 索 都 是 两 数 之 和 ,例如 第 ; 列 的 元 索 
都 是 两 数 之 和 : 

QI CD “” (ai +an) 机 


加 
C2 CQ22 “ (az 十 a2i) ”Ca 


/ 
Qul 和 2 (au + any) 人 CQ 


*。 TO ， 


则 刀 等 于 下 列 两 个 行列 式 之 和 : 


QI Ci2 CQ1 CQ1 
C21 CC22 ”QQ ”Co 
万 一 
Qi Ci2 包 C 
CI CI2 &1 QI 


肠 
C2 CI ”CQ2 ”2n 


C 轴 | 寻 2 让 本 外 CQ ee CQ 
性 质 6 ”把 行列 式 的 某 一 列 ( 行 ) 的 各 元 素 乘 以 同一 数 然后 加 到 另 一 列 ( 行 ) 
对 应 的 元 素 上 去 ,行列 式 不 变 . 
例如 以 数 & 乘 第 j) 列 加 到 第 ; 列 上 ( 记 作 c; + Ac ) ,有 








QI Q1 QU QQ 
CQC21 ”QQ2 ”02 C2， 
人 1 机 Cr 本 2 本 Cn 
QI (ah + Ra ) CU 
C++Rei | 221 本 1 (i 汉 及， 
Qi (a， 十 Ra ， 让) 0 0 
(以 数 & 乘 第 7 行 加 到 第 ; 行 上 , 记 作 + Ar ) 
以 上 诸 性 质 请 读者 证 明之 . 


上 述 性 质 5 表明 : 当 某 一 行 (或 列 ) 的 元 素 为 两 数 之 和 时 ,行列 式 关 于 该 行 
(或 列 ) 可 分 解 为 两 个 行列 式 . 若 ， 阶 行列 式 每 个 元 素 都 表示 成 两 数 之 和 , 则 它 
可 分 解 成 2" 个 行列 式 . 例 如 二 阶 行列 式 

















af+Z 0O+yl la pr+y Z 0+y 

C 十 Z 本 节 四 C 吉 十 节 之 | 
_ |2 六 Q& yy 工 |， 研 yy 

C CC， 全 之 二 之 葬 























性 质 2,3,6 介绍 了 行列 式 关 于 行 和 关于 列 的 三 种 运算 , 即 一 一 六 , Xk， 
六 +&r 和 ce>cci xci+kc 利用 这 些 运算 可 简化 行列 式 的 计算 ,特别 是 利 
用 运算 六 + Ari( 或 ci + pc) 可 以 把 行列 式 中 许多 元 素 化 为 0. 计算 行列 式 常用 的 
一 种 方法 就 是 利用 运算 ~ + Ari 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 , 从 而 算得 行列 
式 的 值 .请 看 下 例 ， 
。 11 ， 


例 7 计算 








1 一 1 2 
D=| | 
1 一 
二 3 一 3 
解 
1 3 一 1 2 1 3 一 1 2 
crcz 1 一 5 3 一 4| rr 10 =8 4 -6 
了 1 一 1| m+5n 0 2 1 一 1 
一 5: 1 3 一 3 0 16 -2 7 | 
1 3 一 1 2 上 -35 全 2 
rra |0 2 1 一 1 rt+4rm |0 .2 1 一 1 
0 一 8 4 -6| nm-8m 10 0 8 一 10 
0 16 一 2 7 0 0 一 10 15 


13 -1 2 
人 
一 一 |00 8 -10|=40. 


5 
0 0 0 万 


上 述 解法 中 , 先 用 了 运算 cie*ca ,其 目的 是 把 ou 换 成 1, 从 而 利用 运算 r - 
anrl, 即 可 把 ai(i= 2,3,4) 变 为 0. 如 果 不 先 作 ci*c:, 则 由 于 原 式 中 at = 3， 
需 用 运算 r - 六 把 on 变 为 0, 这样 计算 时 就 比较 麻烦 .第 二 步 把 rs - r! 和 


r4 +Sri 写 在 一 起 ,这 是 两 次 运算 ,并 把 第 一 次 运算 结果 的 书写 省 略 了 . 
例 8 计算 


jj 


1 
3 
1 
1 


王 上 性 


3 
解 这 个 行列 式 的 特点 是 各 列 4 个 数 之 和 都 是 6. 今 把 第 2,3,4 行 同时 加 
到 第 1 行 , 提 出 公 因 子 6, 然 后 各 行 减 去 第 一 行 ， 


6 6 6 6| 1 1 1 1 
rt+yrz+r+r |1 3 1 se 1 -3 风 
1 1 3 1| 1 1 3 1 
1 1 1 3 1 1 1 3 


。 了 2 。 








本 1 1 1 1 
ra-r 02 0 0 
一 一 一 =48. 
nm 002 0 
本 000 2 
例 9 计算 本 
刀 2 -如 
ae ar+p Q 士 五 十 c Q 十 已 十 cc 十 过 
a 2a+D 3a+2p+c 4a+35+2c+o 
4a 3a+p 6a+30+c 10a+60+3c+d 
解 ”从 第 4 行 开 始 , 后 行 减 前 行 ， 
| 汉 B 5 C 
站 这 二 信 0 aa 4r+p CQ 十 一 十 C 
rr |0 aa 2a+p 3c+25+c 
0 aw 3c+p 6a+35+c 
Q D C 三 
rr |0 aa af+fp a+p+c 
nr |0 0 包 24+P 
0 0 CC 3a +B 
a 0 C 史 
r4-i |0 Q cr+pDp ar+p+rc 4 
00 aa 2a+g|“” 
0 0 0 a 


上 述 诸 例 中 都 用 到 把 几 个 运算 写 在 一 起 的 省 略 写 法 ,这 里 要 注意 各 个 运算 
的 次 序 一 般 不 能 颠倒 ,这 是 由 于 后 一 次 运算 是 作用 在 前 一 次 运算 结果 上 的 缘故 . 





























例如 
Qa Drr+m |a+c pp+dl mm e+c 0+d 
cC C 过 一 C | 
4 | 普 -n 色 昌 | rt+r C 吧 
C 可 cc 一 C CQ 一 pb ca db 




















可 见 两 次 运算 当 次 序 不 同时 所 得 结果 不 同 , 忽 视 后 一 次 运算 是 作用 在 前 一 


次 运算 的 结果 上 ,就 会 出 错 ,例如 
Q 
C 二 








十 rz 


r 一 天 


六 十 世 


c-a dz-p| 


QG 十 C 








这 样 的 运算 是 错误 的 ,出 错 的 原因 在 于 第 二 次 运算 找 错 了 对 象 . 
此 外 还 要 注意 运算 六 + 记 与 + 广 的 区 别 , 记 号 六 +&r 不 能 写作 Ar + 六 


。 了 3 ， 


(这 里 不 能 套用 加 法 的 交换 律 ). 

上 述 诸 例 都 是 利用 运算 ~ + Ar 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 , 用 归纳 法 
式 ,或 化 为 下 三 角形 行列 式 (这 时 要 先 把 ea- 化 为 0). 类 似 地 ,利用 列 
运算 c; + &ci ,也 可 把 行列 式 化 为 上 三 角形 行列 式 或 下 三 角形 行列 式 . 

例 10 设 


Qil QI 
0 
Cl CQ 以 
ce 
Ci cu ON p 
Qil QI 
Di = det(ai ) = 2 
Qi CQ 欠 
pi 2 
D,=det()= | : 国民 
六 


证 明 D= DiD，. 
证 对 孔 ; 作 运 算 7 + Ar ,把 姜 ， 化 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 


户 ) 0 
Di=|: 三 旋 0 加 wu ， 

记 
对 D, 作 运 算 c, + Mci ,把 D, 化 为 下 三 角形 行列 式 , 设 为 
D,=| : = gg 

go gm 


于 是 ,对 D 的 前 & 行 作 运算 + jir ,再 对 后 n 列 作 运算 < + ic ,把 D 化 为 
下 三 角形 行列 式 
。 14 ， 


0 
站 = zi ”pu 
cl CE 831 
Canal C 驮 | 四 Q@ar 
故 姜 = 加 40 二 ,. 
例 11 计算 2” 阶 行列 式 
已 忆 
CC 
WU 册 
Q 
也，， 一 过 
c (> 地 
了 上 
其 中 未 写 出 的 元 素 为 0 


解 把 D,, 中 的 第 22 行 依次 与 第 22 -1 行 第 2 行 对 调 ( 作 2z2 -2 次 
相 邻 对 换 ) ,再 把 第 2” 列 依次 与 第 2 -1 列 …\ 第 2 列 对 调 , 得 


疡 ， 二 ( 二 下 





2(2-])》 


根据 例 10 的 结果 ,有 

:=D:Dib=(ad 一 ac)D: ， 
一 一 全、 

以 此 作 递 推 公 式 , 即 得 居 
D,=(ad-p) Da=…=(ad- ac) 1D， 一 Ld4 -ba JP 


5 人 一 | 
4) 过 [De b O Dofn 本 Ln-V) 


8$6 行列 式 按 行 ( 列 ) 展 开 


一 般 说 来 , 低 阶 行列 式 的 计算 比 高 阶 行列 式 的 计算 要 简便 ,于 是 ,我 们 自然 
地 考虑 用 低 阶 行列 式 来 表示 高 阶 行列 式 的 问题 .为 此 , 先 引进 余子 式 和 代数 余子 
式 的 概念 . 

在 2 阶 行列 式 中 ,把 (7 元 ay 所 在 的 第 ; 行 和 第 7 列 划 去 后 , 留 下 来 的 
一 工 阶 行列 式 叫做 人 , 旋 元 ar 的 余子 式 , 记 作 M;; 记 

4=(-1) Mi， 

4 叫做 人 ,7 元 wy 的 代数 余子 式 ， 

例如 四 阶 行列 式 





中 (3 21) 元 C32 的 余子 式 和 代数 余子 式 分 别 为 


Ma = 


CQ2 423 CC24 








C4 QQ4 Cd44 
As=(-1) Ma = 一 Ma， 
引 理 一 个 2” 阶 行列 式 , 如 果 其 中 第 宗 行 所 有 元 素 除 (; ,7 元 ai 外 都 为 零 ， 





忆 = aiAi 
证 先 证 (zj)=(《1,1) 的 情形 ,此 时 
al 0 … 0 
站 二 2421 人 22 ， 

Ca Ca ”Cn 

这 是 例 10 中 当 &=1 时 的 特殊 情形 , 按 例 10 的 结论 , 即 有 
了 =arA 和 ，- 

义 4N=(-1) ”Mu= Min， 

从 而 姜 =caiilA. 


再 证 一 般 情 形 ,此 时 
*。 JTJ6 。 


亿 11 QU Cln 
p= | 0 Ci 0 


Cn 人 C Con 

为 了 利用 前 面 的 结果 , 把 的 行列 作 如 下 调换 : 把 D 的 第 ; 行 依次 与 第 
zi 一 1 行 . 第 ;-2 行 …\ 第 1 行 对 调 ,这 样 数 o 就 调 成 (1,7) 元 ,调换 的 次 数 为 
i 一 工 . 再 把 第 7 列 依次 与 第 1) -1 列 `. 第 7-2 列 …、 第 1 列 对 调 ,这 样 数 oi 就 调 
成 (1,1) 元 ,调换 的 次 数 为 了 -1. 总 之 ,经 ;+j -2 次 调换 ,把 数 a, 调 成 (1,1) 元 ， 
所 得 的 行列 式 D =(-1) 生 D=(-1) 7DD, 而 Di 中 (1,1) 元 的 余子 式 就 是 
D 中 (会 ,)) 元 的 余子 式 AM. 

由 于 D, 的 (1,1) 元 为 oj ,第 1 行 其 余 元 素 都 为 0, 利 用 前 面 的 结果 ,有 

站 , = aiAM，， 

于 是 D=(-1) Di=(-1) apMi=ayAi. 

定理 3 行列 式 等 于 它 的 任 一 行 ( 列 ) 的 各 元 素 与 其 对 应 的 代数 余子 式 乘 积 
之 和 即 人 人 人， 
加 万 =ailA+apoAp+…+anA (=1,2， 7)， 
或 万 =aA+azrA+…+aiA (=12, 7). 

证 


2Q1 CI12 2 Cln 


万 三 ai 二 0O+…+0 0+c2+…+0 un 0+…+0O+ai， 


Qul 他 12 [7 和 
2 2Zl12 Q1 QI CI2 忆 1yn 
一 | Qi 0 0 十 0 公 i2 0 
Cn1 C12 Cr 台 1 C)2 亿 mn 
QIll 尼 12 纪 1 
十 十 0 0 双 i 9 


Co1 刀 02 四 他 nn 


。 了 7 ， 


根据 引 理 , 即 得 
万 =alAl+azAp+…+aA (=1,2，……,7). 
类 似 地 , 若 按 列 证 明 ,可 得 
刀 =aAu+azAy+…+aiA (=1 1) ， 
这 个 宕 理 咱 做 全 列 交 按 行 ( 列 ) 属 开 法 网 ， 利用 这 一 Rs 
质 ,可 以 简化 行列 式 的 计算 
. 下 面 用 此 法 则 来 计算 例 7 的 
3 下 三 汪 2 
站 = 一 1 3 人 
2 0 1 一 
1 一 3 一 3 
保留 ca ,把 第 3 行 其 余 元 素 变 为 0, 然后 按 第 3 行 展 开 ， 
3 .1 一 | 1 
cl-2c， | 一 11 3 一 1 
C4 十 53 人 0 1 0 
二 3 0 





























5 1 1 ， 9 1 工 
=(-1)33| -11 1 -1 一 -| -6 2 0 
9 0 -3 -53 0 
一 6 2 Cl 一 CC 一 8 2 
一 (一 ]) 王 3 ee “ -4 
-和 4 一 9 0 一 53 
例 12 证 明 范 德 蒙 德 (Vandermonde) 行 列 式 
1 1 es 1 
密 1 立 :2 本 
也 ， 一 区 1 工 2 sos 工 三 ] (2 一 i ) 
。 2 之 1 > 之 1 
1 上 了 2 和 1 


其 中 记号 “I" 表 示 全 体 同 类 因子 的 乘积 ， 
证 . 用 数学 归纳 法 .因为 
1 1 


汪 ! 兆 2 


也 ; 三 一 2 一 人 宛 ! 一 ] 《一 交 几 


2 之 1>J! 











证 毕 
合 行列 式 的 性 


(8) 


所 以 当 ?=2 时 (8) 式 成 立 , 现 在 假设 (8) 式 对 于 -1L 阶 范 德 蒙 德行 列 式 成 立 ， 


要 证 (8) 式 对 ” 阶 范 德 蒙 德行 列 式 也 成 立 . 


为 此 ,设法 把 吕 , 降 阶 :从 第 2 行 开 始 ,后 行 减 去 前 行 的 z, 倍 ,有 


。T8 ， 


1 1 1 和 1 
0 祥 2 ”1 3 ”v1 ”之 1 


了 ,= 0 0 人 TS 9 


0 克 (z 一 ZI) (| 
按 第 1 列 展 开 ,并 把 每 列 的 公 因 子 (z, -= z) 提 出 ,就 有 
1 1 ..。 1 


民 2 立 3 昌 昌 和 并 


万 , =(zy 一 ) (zi 一 工 ) (一 过) ，|， 
1 一 2 中 一 了 一 2 
2 2 2 


上 式 右 端的 行列 式 是 -1 工 阶 范 德 蒙 德行 列 式 , 按 归纳 法 假设 , 它 等 于 所 有 
(zi -二 ) 因 子 的 乘积 ,其 中 2 之 !>J 亿 2. 故 
虽 二 | 


四 几 ( 玖 一 的 关 证 毕 

例 11 和 例 12 都 是 计算 ” 阶 行列 式 .计算 ， 阶 行列 式 , 常 要 使 用 数学 归纳 
法 ,不 过 在 比较 简单 的 情形 (如 例 11) ,可 省 略 归纳 法 的 叙述 格式 ,但 归纳 法 的 主 
要 步骤 是 不 可 能 省 略 的 .这 主要 步骤 是 :导出 递 推 公 式 ( 例 11 中 导出 D,, = 
(ad - pc)D: bb) 及 检验 =1 时 结论 成 立 ( 例 11 中 最 后 用 到 D, = ad - 6c ). 

由 定理 3, 还 可 得 下 述 重要 推论 . 
积 之 和 等 于 零 . 即 

ad+aazAp+…+ank4n =0，1 天 )， 


或 auAVy+asiAy +…+asA=0，iz 六 
证 ”把 行列 式 D = det(a ) 按 第 / 行 展 开 , 有 

CIl QIl 

Qii 包 


CA + aa Aia 十 十 GinAm 三 


在 上 式 中 把 ax 换 成 wx (&=1, ,2 ), 可 得 
e T9 e 


aa ”an | 和 一 第 行 
Qil Ai 十 Q2 Ai 二 s 二 conA， 


al 和 om] 一 第 关 行 


人 
当 ; 尖 ) 时 ,上 式 右 端 行列 式 中 有 两 行 对 应 元 素 相 同 , 故 行 列 式 等 于 零 , 即 得 
ai+a2Apz+…+anA=0(0i 天 j). 
土 述 证 法 如 按 列 进行 , 即 可 得 
aa +azr4 +…+anAy=0(i 天 1) 证 毕 
综合 定理 3 及 其 推论 ,有 关于 代数 余子 式 的 重要 性 质 ， 


D， 当 ;=7， 
交 ， ao = D2， = 


k=1 0， 当 1 天 7 
或 
y， axAi -pa ee 
Ef ”00， 当 ;地 记 
其 中 25 有 
0， 当 ;i 尖 ). 


~ 一 
仿照 上 述 推论 证 明 中 所 用 的 方法 ,在 行列 式 det( ay ) 按 第 ; 行 展开 的 展开 式 
det(ai )= aiA+aazAp 二 二 anAh 


中 ,用 2， ,0 9 ， 0， 依次 代替 CCi29 Ci ,可 得 


QG1l Q1n 
Ci-1,1 Ci-1 

2O， 0， 王 DA +DA2+… 十 0A. (9) 
Ci+1,1 Ci+r1l,n 

Conl 人 公 


其 实 ,把 (9) 式 左 端 行列 式 按 第 守 行 展开 ,注意 到 它 的 (i ,7 元 的 代数 余子 式 
等 于 det(ai ) 中 (7 门 元 的 代数 余子 式 A, (7 = 1,2，…,72) ,也 可 知 (9) 式 成 立 . 


类 似 地 ,用 总 ，… ,0 代替 det(ay ) 中 的 第 7 列 ,可 得 
。 20 ， 


CQ ”” QIj-l! 刘 人 1 “ ”” @D 
=DA+bA iT+T… 十 六 Ai， 
仅 


代 公 


| 这 用 1 了 =1 人 or 


(10) 
例 13 设 
3 :-3 :2 工 | … 
P-L 1 0 -5 
-1 3 1 3 
2 -4 -1 -3 
刀 的 和, 力 元 的 余子 式 和 代数 余子 式 依次 记 作 My 和 4 , 求 
AN+Ao+Aas+AN 及 Mi+Ma+TMa + NM 
解 按 (9) 式 可 知 Al + As+As+A4u 等 于 用 1,1,1,1 代 替 厂 的 第 1 行 
所 得 的 行列 式 , 即 
1 1 1 1 




















1 0 一 5 .六 4 十 7-3 1 1 一 和 
Au+Aao+Aas+A4= 3 1 3| mm -2 2 2 
2 一 4 一 一 :3 1 一 0 
1 -二 5 2 一 了 
Ca 二 Ci 
三 | 一 2 2 2 一 0 2 
| 0 
2 国 
一 | =4. 
0 2 
_ K|) 
按 (10) 式 可 知 


Mr+M2+AM+M=A 一 A++AN 一 AN 


下 


1 -5 2 1 L1 -6 2 1 

一 站 1 0 一 r4+yr3 | 一 0 一 $ 

1 3 1 3 1 | 3 
-1 -4 -1 -3 








1 2 1! ， -1 0 -5$ 
| 
11 3 11 3 


$7 克拉 黑 法 则 


含有 ?2 个 未 知 数 zl ,zz,，…，,z, 的 2 个 线性 方程 的 方程 组 
a 21 四 


CIZ1I 十 QizZ2z 十 十 Qi 三 0， 
a217Z1 十 Q22Z2 十 … 十 Ga 二 Da2， (11) 
Coalv 之 1 十 Cn2 江 2 下 公交， 一 2， 
与 二 三 元 线性 方程 组 相 类 似 , 它 的 解 可 以 用 ” 阶 行列 式 表 示 , 即 有 
克拉 软 ! 法 则 ”如果 线性 方程 组 (11) 的 系数 行列 式 不 等 于 零 , 即 
QI “””  Qn 
站 =| : : | 天 0， 
QU 
那么 ,方程 组 (11) 有 惟一 解 
ee 


万 万 
两 三 和， 0 zj= 也， (12) 


其 中 Pi 人 =1,2,…,2) 是 把 系数 行列 式 D 中 第 7 列 的 元 素 用 方程 组 右 端的 常 
数 项 代替 后 所 得 到 的 2” 阶 行列 式 , 即 
0 al- 0 ar anm 
D = 。 
Ca ”Qi-l D Goji+L “””  Qm 


这 个 法 则 的 证 明 在 第 二 章 中 给 出 .注意 这 里 的 Di 有 展开 式 (10). 
例 14 解 线性 方程 组 


2zi+ 一 Szi+T Zi= 8， 
1 一 25 一 074 三 9， 
27 一 Z+2ri= 一 5， 


Zi 二 +4z7 一 7z+6ri = 0. 














-7 12 


-7 -7 -2 
-3 3 
-7 -2 


。22 。 


9 一 3 0 -6 
卫 ; 三 =81， 
一 雪 二 ， 汉 并 2 
4 一 7 6 
2 8 -5 1 
9 0 -6 
贡 三 = -108， 
0 三 3 = 汉 
1 0 =7 6 
2 1 8 工 
1 一 3 9 一 6 
忆 3 = = 一 27， 
0 2 -5 2? 
1 4 0 6 
2 1 -3$ 8 
【二 3 0 9 
了 ,= =27， 
0 2 一 人 过 5 
1 4 一 7 0 
于 是 得 烤 1 三 3,Z; 三 一 4，3 三 一 外 ,元 三 村 


例 15 设 曲线 y=ao+aiz+asz+asz 通过 四 点 (1,3),(2,4),(3,3)， 
(4,--3), 求 系数 ao ,ai ,ay ,as3. 
解 ” 把 四 个 点 的 坐标 代 人 曲线 方程 ,得 线性 方程 组 

ao+ alI+ at+ 4= 3， 

ao 十 2Q41 十 4a; 十 8a3i= 4， 

ao+3ai+ 9a;+27a3= 3， 


ao 十 4al+16a:+0604a3i = 一 3， 







其 系数 行列 式 
1 1 直 ARn TEL 
| 2 外 4 8 mh lox37 
正人 性 2 列 一 :19 2 9 2 
| 


是 一 个 范 德 蒙 德行 列 式 , 按 例 12 的 结果 ( 例 12 中 范 德 蒙 德 行列 式 取 Dr 的 形 


式 ) ,可 得 加 
D=1.2.3.1.2:1= 12， AI 
| 


村 























3 0 1 0 0 
42 4 8。 和 -| -22 2 14 
3 3 0 虽 27| cr3co | -6 3 6 18 
-3 4 16 6 人 4 -1$ 4 12 48 
-2 2 4 ， 0 2 4 
=(-1)| -6 6 18| 一 一 -| 0 6 18 
-15 12 48 -3 12 48 
r2 一 3ri 4 
下 
6 18 6 o 
1 3 1 1 
1 4 4 8 
D; = 二 一 18; 
1 9 27 
1 -3 416 64 
11 3 1 
12 4 8 
咏 : = 三 24; 
13 3 27 
1 4 -3 64 
站 二 
12 4 4 
D, = = 一 6. 
13 9 3 
1 4 16 -3 


- 因此 , 按 克 拉 黑 法则 ,得 惟一 解 
ao=3,ai=-3/2,a,=2,ai= 一 1/2， 
即 曲线 方程 为 
y=3- 订 zx +222 -可 了， 
抠 开 求解 公式 (12) ,克拉 默 法 则 可 令 述 为 下 面 的 定理 : 
定理 4 如 果 线 性 方程 组 (11) 的 系数 行列 式 D 尖 0, 则 (11) 一 定 有 解 , 且 解 
是 惟 -- 的 ， 
定理 4 的 逆 和 否定 理 为 : 
定理 4 如 果 线 性 方程 组 (11) 无 解 或 有 两 个 不 同 的 解 , 风 它 的 系数 行 交 区 
_ 必 为 零 . 
融 性 方程 组 (11) 右 端的 常数 项 bi ,02 ,…，p， 不 全 为 零 时 ,线性 方程 组 (11) 
叫做 非 齐 次 线性 方程 细 , 当 生 ,6 ，…,b， 全 为 零 时 ,线性 方程 组 (11) 叫 代 刘 次 线 
性 方程 组 
24 . 


对 于 齐 次 线性 方程 组 
azl 十 az 十 … 二 az 三 0， 
az2izZzi 二 QZ2z 十 十 azn7Zh 二 0， (13) 
analzl 十 Cazz 十 … 十 QZ 二 0， 
zi=z=…=z=0 一 定 是 它 的 解 , 这 个 解 叫 做 齐 次 线性 方程 组 (13) 的 零 解 . 
如 果 一 组 不 全 为 零 的 数 是 (13) 的 解 , 则 它 叫做 齐 次 线性 方程 组 (13) 的 非 零 解 . 齐 
次 线性 方程 组 (13) 一 定 有 零 解 ,但 不 一 定 有 非 零 解 . 
把 定理 4 应 用 于 齐 次 线性 方程 组 (13) ,可 得 


定理 5 如 果 齐 次 线性 方程 组 (13) 的 系数 行列 式 关 0, 则 齐 次 线性 方程 组 


定 适 ”如 果 齐 次 线性 方程 组 (13) 有 非 零 解 , 则 它 的 系数 行列 式 必 为 只 
定理 5( 或 定理 5 ) 说 明 系数 行列 式 刀 =0 是 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 的 必 
要 条 件 . 在 第 三 章 中 还 将 证 明 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 
例 16 问 ) 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(S 一 人) 垃 十 2y +2z=0， 
| 2z+(6-A)y =0， 
27 (4-)M)z=0 
有 非 零 解 ? 
解 由 定理 5 可知 , 若 所 给 齐 次 线性 方程 组 有 非 零 解 , 则 其 系数 行列 式 
D=0. 而 
5-) 2 2 
2 6-) 0 
2 0 4-A 
=(35-14)(6-1)(4- 01) 一 4(4-1)--4(6 一 1) 
=(S-)(2-1)(8-X))， 
由 也 =0, 得 1=2、 =5 或 1=8. 
不 难 验 证 , 当 和 =2,.5 或 8 时 ,所 给 齐 次 线性 方程 组 确 有 非 零 解 .， 


岂 = 








习 题 一 
1. 利用 对 角 线 法 则 计算 下 列 三 阶 行列 式 : 
2 0 1 二 CCbDtabc +tApL 
| 1 -4 -1 (2)|c al 一 EN 
一 并 8 3 Ca 0 














二 JPBC 一 六 -ce 上 
六 囊 记 IN 人 
Cs 号 沁 





KM 坪 oa XYCXJ 一 X2CxdtyJH yy Cx7y) 











一 0 如 -oO OP 全 -2 
1 工 1 演 ? 并 十 y (> 
(3) |a 0 cc | (4) yy xz+y > 工 |. ) 
az 人 ec 六 + 工 ? jy= VX3 Ht 
2. 按 自然 数 从 小 到 大 为 标准 次 序 , 求 下 列 各 排列 的 逆序 数 : 一 一 之 LX 上 y 1) 
(t)1 2 3 4; 吕 (2)4 1320 二 1 小 









(3) 3 4 六 (4) 2 4 1 3; 0+OT 二 tl 二 3 
(5) 1 3…(22 一 1)2 4…(22); ， (6) 1 3…(2z2 -1)(22)(22 一 2)…2. 


3. 写 出 四 阶 行列 式 中 含有 因 北 5 | 的 项 ,+ 一 Ac 2 十 4 + NA 














4. 计算 下 列 各 行列 式 ; 4 人 有: | 
1 下 | 人 全 放生 作 下 
和 | 本 重 全 2 3 了 放 十 北 0 

0irp5rlImg si ， :和 
本 有 a ll 000 

(G3)| 妈 -cd ud forall 。 _， | 

of eof -sf AR 人 十 NOC 

5. 求解 下 列 方程 : 

z+l 2 = 
已 二 
站 
1i11 ASCGxH| 
rr QQ bc 

《21) 2 2 2 2 =0， 

:Gem0cg 人 帮 可 由 < 


3 3 
2z3 4 8 cs 


其 中 a,b，,c 互 不 相等 ， 








6. 证 明 : 
0 (L 一 CO 一 
(1) |2e a+0 26|1=(e 一 六; 
1 1 和 
\ 
azr+py ay+pz az 二 pz Z yy zx 人 侣 下 不 昌 > 应/ 
(2) | ay+biz az+air ar+by|=(o+o)|y = zi 川 图 牛 ) ” 
az+pr art+tpy ay+bpz = zy 














az (ae+l72 (a+2) (ad+3)7 
8 (6+1) (5+2) (+37 
(3) 《 ) (人 。 人 本 
c (ct+l)  (c+2) (人 (c+3) 
da (dd+l) (dd+2)2 (dg+3) 


志 26. 量 


了 1 上 1] 
cC dd = 一 | 


we 6 


(4) 2 本 这 AL 局 一 
ac 


=(e-p)(ae-c)(a-ad)(5=-c)(D-o)c 一 c)(ae+ap+c+)i; 


工 去 0 5 0 0 
0 并 一 1 0 0 
《5) 
0 0 0 5 过 ”过 革 
40 41 42 人 Co- Cn 


二 Go， 


7. 设 ” 阶 行列 式 D= det(az ), 把 D 上 下 翻转 、 或 逆 时 针 旋 转 90" .或 依 副 对 角 线 翻转 , 依 
次 得 


一 QZ 十 和 1 


Cin 的 Con 


,= 




















引 {( 瑟 ~ 人 ) 


证 明 D, = D,=(-1) 本 D,DI=D. 
8. 计算 下 列 各 行列 式 (D, 为 & 阶 行列 式 ): 








C 1 
(1) , = ,其 中 对 角 线 上 元 索 都 是 ae ,未 写 出 的 元 索 都 是 0; 
1 @ 
并 Q& Q 
(2) D,=| | ; 
QQ & 立 
@” (aa 一 1)” … (ae 一 1) 
1 (ae 一 1)"1 (ea 一 如) 
《3) 站 ， 
Q Q 一 1 妈 一 天 
1 1 5 1 
提示 :利用 范 德 此 德行 列 式 的 结果 . 
QQ 0 
] 
(4) Di= 四 ,其 中 未 写 出 的 元 素 都 是 0; 
必 ad 


。27 。 


(5) D, = det(ai ) ,其 中 oj =1i 一 放 ; 
1+ al [ 二 1 


工 1 + 1 
《6) 了 ， 二 届 。 ;其 中 鼠 1 a2…pa, 天 0 


3:… 1 一 ! 2 
下 3 3 一 4 
9. 设 万 = 和 ES 
下 9 
的 (i 旋 元 的 代数 余子 式 记 作 Ay , 求 
Ai +3An> 一 2A43+2A3: . 
“0. .用 克拉 欧 法 则 解 下 列 方程 组 : 
Zi 二 Zr+ xz3+ xzx= 3， 
志 二 22 一 2 二 424 = 一 2， 


〈1) 


2zl -3zrz 一 223 一 32z4 三 一 2， 
3zi 十 zz+2za+llz= 0; 
Srzli + 6z? 一 1 工 ， 
zl 十 5 十 6z3 =0， 


《2) 


5 5 
11. 问 1,w 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
Mi 二 xz 二 Za 二 0， 
zi+ pzz+xza=(0， 
Z1T+2praz 十 Za3=0 
有 非 零 解 ? 
12. 问 4 取 何 值 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(1-X)zi 一 2z， 十 4xz3s =0， 
2zi+(3-A)zaz+ ， zs=0， 
区 | 十 2 二 (1 一 AM)Z3 一 0 


有 非 零 解 ? 
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矩阵 及 其 运算 
8$81 和 矩 阵 


定义 工 由 12 义 了 个 数 a (=1;2, ,mij=1,2,…,7) 排 成 的 717 行 ? 列 
的 数 表 


QI Qi12 QI1 
Q21  Q22 22 
CQml Qm2 和 Cnmn 


称 为 z 行 2 列 和 矩阵 ,简称 关 义 半 矩阵 . 为 表示 它 是 一 个 整体 ， 人 
并 用 大 写 黑 体 字母 表示 它 , 记 作 


CI Qi12 41 
妈 21 C22 ”””  Q&a2n 

4=| ， ， | (1) 
Cnml Qnrn2 “”” Qm 


这 xz 个 数 称 为 矩阵 4 的 元 素 ,简称 为 元 , 数 ai 位 于 矩阵 4 的 第 ; 行 第 7 列 ， 
称 为 矩阵 4 的 (人 ,7) 元 .以 数 a 5 为 (# ,元 的 矩阵 可 简 记 作 (a ) 或 (ai ) wx，: 
MX7 和 矩阵 4 也 记 作 4x， 。 
元 素 是 实数 的 矩阵 称 为 实 矩阵 ， 元 素 是 复数 的 矩阵 称 为 复 矩阵 ， 本 书 中 的 和 抵 
阵 除 特别 说明 者 外 。 都 指 实 抢 阵 . 
行 数 与 列 数 都 等 于 " 的 矩阵 称 为 ” 阶 矩 阵 阶 和 矩阵 或 2 和 阶 方 阵 .7 阶 答 阵 4 也 记 作 4,. 
只 有 一 行 的 抢 阵 





4=(alaz… a,) 
称 为 行 矩阵 ,又 称 行 向 量 . 为 避免 元 素 间 的 混淆 , 行 矩 阵 也 记 作 . 
和 =(ayaz，…a). 
只 有 一 列 的 抢 阵 
.29 。 


称 为 列 和 矩阵 ,又 称 列 向 县 . 
两 个 矩阵 的 行 数 相等、 列 数 也 相等 时 ,就 称 它们 是 同型 矩阵 .如 果 4=(o ) 
与 下 =( 妨 ) 是 同型 矩阵 ,并 且 它 们 的 对 应 元 素 相等 , 即 
abi(i=127137=1,2… 7)， 
那么 就 称 和 矩阵 4 与 矩阵 中 相等 , 记 作 
4 三 用 . 
元 素 都 是 零 的 矩阵 称 为 零 矩阵 , 记 作 0. 注意 不 同型 的 零 矩阵 是 不 同 的 . 
和 矩阵 的 应 用 非常 广泛 ,下 面 仅 举 几 例 . 
例 1 某 厂 向 三 个 商店 发 送 四 种 产品 的 数量 可 列 成 矩阵 
4 Qi2 243 41 
& = 


CQ2 42 423 2&24|， 








Q31 CQC32 4Q433 CQ34 
其 中 ai 为 工厂 向 第 ; 店 发 送 第 ; 种 产品 的 数量 
这 四 种 产品 的 单价 及 单 件 重量 也 可 列 成 矩阵 
ou pi 
pa2 22z2z 
bp pa | 
24 24a 
其 中 0 为 第 ; 种 产品 的 单价 ,2 为 第 ;种 产品 的 单 件 重量 . 
例 2， 四 个 城市 间 的 单 向 航线 如 图 2.1 所 示 . 兰 令 
1, 从 市 到 7 市 有 1 条 单 向 航线 ， 
5 |0, 从 ; 市 到 / 市 没有 单 向 航线 ， 
则 图 2.1 可 用 矩阵 表示 为 


男 三 


CQ 





0 


马 屿 二 
己 呈 品 -天 


1 
一 般 的 ,若干 个 点 之 间 的 单 向 通道 都 可 用 这 样 的 矩阵 表示 
例 3 7 个 变量 zi ,zz, 与 m 个 变量 凡 , ，… 之 间 的 关系 式 
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321 一 QZ 二 QZz2 十 十 Glen 
32 一 &21Y1 2 (2) 
Jr 二 CaiTZ1I 十 Gan22 十 十 Qoonn 
表示 一 个 从 变量 zi ,zz,…，,z, 到 变量 ,yy ,…，,yw 的 线性 变换 ,其 中 ai 为 常 

数 .线性 变换 (2) 的 系数 ay 构成 矩阵 和 = (ay )。x。， 

给 定 了 线性 变换 (2) , 它 的 系数 所 构成 的 矩阵 ( 称 为 系数 矩阵 ) 也 就 确定 . 反 
之 ,如 果 给 出 一 个 矩阵 作为 线性 变换 的 系数 矩阵 , 则 线性 变换 也 就 确定 .在 这 个 
意义 上 ,线性 变换 和 和 抑 阵 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 . 








例如 线性 变换 
yi 二 并 1， 
3y2 二 志 2， 
Jo 一 
叫做 恒 等 变 换 , 它 对 应 的 一 个 阶 方 阵 

1 0 .…… 0 
0 1 0 

- 王 一 
0 0 :… 1 


叫做 ” 阶 单位 矩阵 ,简称 单位 阵 .这 个 方 阵 的 特点 是 :从 左上 角 到 右 下 角 的 直线 
(叫做 ( 主 ) 对 角 线 ) 上 的 元 素 都 是 1, 其 他 元 素 都 是 0. 即 单位 阵 已 的 (; ,7 ) 元 为 


1, 当 ;=7， 
0 = 2 
0, 当 ;六 有 
又 如 线性 变换 
yt 三 AiZ1， 
3a 二 A2Z2， 
加 三 ATn 
对 应 二 阶 方 阵 

人 ， 10 0 
0 AAA 0 

4= 
0 0 人 。 


这 个 方 阵 的 特点 是 :不 在 对 角 线 上 的 元 素 都 是 0. 这 种 方 阵 称 为 对 角 气 阵 ， 
“31 。 


和 


简称 对 角 阵 . 对 角 阵 也 记 作 
有 = diag(A; 2 ,1 ，) . 
由 于 甜 阵 和 线性 变换 之 间 存 在 二 一 对 应 丽 关 系 ` 因 此 可 以 利用 和 矩阵 来 研究 
线性 变换 ,也 可 以 利用 线性 变换 来 解释 矩阵 的 含义 . 


例如 矩阵 [ 0 0 ] 折 对 应 的 线性 变换 
Le 
yI1=0 
可 看 作 是 z0y 平面 上 把 向 量 5 户 = [> } 变 为 向 量 OP - (= (地 ) 的 变换 (或 
看 作 把 点 P 变 为 点 P, 的 变换 ,参看 图 2.2) ,由 于 向 量 襄 玉 是 向 量 C 访 在 轴 上 
的 投影 向 量 ( 即 点 P, 是 点 己 在 z 轴 上 的 投影 ), 因 此 这 是 一 个 投影 变换 . 





图 2.2 图 2.3 
又 如 抵 阵 | 人 人 ? ] 对 应 的 线性 变换 
sin 0 coSs 0 


下 三 Zcos 0 一 ysin 0D， 


yi =Zsin D 二 ycos 9 


把 z0y 平面 上 的 向 是 5 方 = (  ) 变 为 向 量 DT = 人” . 设 5 的 长 度 为 >, 贺 角 为 
0, 即 设 z=rcos 0,y= rsin 0 ,那么 
Zi1=r(cos pcos 0 一 sin psin 0)=7cos(O+ 9)， 


轴 =r(sin pcos 0+cos psin 0)=rsin(O+ p)， 


表明 DB 的 长 度 也 为 ” 而 辐 角 为 + p. 因 此 ,这 是 把 向 量 C 访 ( 依 着 时 针 方向 ) 旋 
转 p 角 ( 即 把 点 P 以 原点 为 中 心 送 时 针 旋转 p 角 ) 的 旋转 变换 (参看 图 2.3)， 
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8$82 甜 阵 的 运算 


一 、 矩 阵 的 加 法 


定义 2 设 有 两 个 zxz 和 矩阵 4=(o) 和 吕 =(5) ,那么 矩阵 4 与 吾 的 和 
记 作 4 + 了 吾 ,规定 为 


Q&0 十 ii Qi 十 六 2 二 
Q21 十 Dal az2z 十 022 … QQ 二 02 
A++ 加 = 。 。 。 
1 十 瑟 ，i Can2 十 了 2 机 Qon 十 中 


应 该 人 这 两 个 矩阵 才能 进行 加 法 运算 . 
阵 加 法 满足 下 列 运算 规律 ( 设 4,B,C 都 是 加 xi 矩阵 ): 

(iD 4A+ 且 = 五 +A1 
ii (4+ 有 )+C=A+( 卫 + 
设 和 矩阵 4 = (oj ), 记 










-4=(-ai)， 
-4 称 为 矩阵 4 的 负 和 矩阵 ,显然 有 
4+(-4)=O， 


由 此 规定 抢 阵 的 减法 为 
4 一 下 =A4+( 一 了 3). 
二 、 数 与 矩阵 相 冬 
定义 3 数 ， 与 矩阵 4 的 乘积 记 作 》4 或 41 ,规定 为 
AQ AMap … MAai 
放 志 4 二 (2 2 Ma 
Ma An … AQ， 


数 乘 矩 阵 满 足下 列 运算 规律 ( 设 4 ,如 为 mxzz 和 矩阵 ,大 ,7 为数) : 


(iD (AD)4=ACULAD) 
(ii) (1+A)4=A144+HAA; 
(iii) (4+ 吕 )=)4+AB. 


阵 相 加 与 数 乘 矩 阵 起 来 ,统称 为 矩阵 的 线性 运算 ，- 
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三 、 和 矩阵 与 矩阵 相 乘 
设 有 两 个 线性 变换 


ee 而 
3 三 CQ2171 十 Q2272 十 4233， 
Zi 三 Di 十 pata， 
让 二 az ta， (4) 
Z3 三 03it 二 DO3ztaz， 
若 想 求 出 从 二 ,总 到 y% ,3y2 的 线性 变换 ,可 将 (4) 代 和 人 (3) , 便 得 
和 =(aupbu+appbat+asb)ti+(anba+azpzz 二 apiz)ta， (5) 
六 =(azpu+azpz+aaspbal)t+(alpbiz 二 azpb2z++a2spaz)ta. 


线性 变换 (5) 可 看 成 是 先 作 线性 变换 (4) 再 作 线 性 变换 (3) 的 结果 .我 们 把 线 
性 变换 (5) 叫 做 线性 变换 (3) 与 (4) 的 乘积 ,相应 的 把 (5) 所 对 应 的 扼 阵 定义 为 (3) 
与 (4) 所 对 应 的 矩阵 的 乘积 , 即 





pii bi2 
QI QI2 2Q213 
号 本 
2C21 Q22 223 
pa 32 


加 ap +aizpad+asps apiaz+azp0z 二 aspDaz 
[2 Di1+azzpal 二 ap3al Q21pt 十 Qzzp2za 十 423D32 
一 般 的 ,我 们 有 
定义 4 设 4=(oai) 是 一 个 关 xs 和 矩阵,B=(2) 是 一 个 xz2a 矩阵 ,那么 
规定 矩阵 4 与 矩阵 员 的 乘积 是 一 个 关 x2 和 抢 阵 C= (ch), 其 中 


纪 二 Ci10D 十 Qi202 十 十 Qa0y 二 >， Qt 
人 =1 


(=1,2, 73 三 1,2……，7)， 〈6) 
并 把 此 乘积 记 作 
CC= 4 
按 此 定义 ,一 个 1xs 行 抢 阵 与 一 个 *x1 列 和 矩阵 的 乘积 是 一 个 1 阶 方 阵 ,也 
就 是 一 个 数 
b 
20 


了 


一 Qil U 十 Qi2 人 2i 十 十 Coali 


(ai yaizyap) 本 
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芭 -也 Cake = Ci， 
由 此 表明 乘积 矩阵 4B=C 的 (人 7) 元 cy ,就 是 和 的 第 ; 行 与 孔 的 第 7 列 的 乘积 . 
必须 注意 :只 有 当 第 一 个 矩阵 ( 左 矩 阵 ) 的 列 数 等 于 第 二 个 矩阵 ( 右 和 矩阵 ) 的 
行 数 时 ,两 个 矩阵 才能 相 有 . 
例 4 求 矩阵 
4 
一 站 


-人 9 -1 
2 


2 1 0 ?上 与 B= 


所 王 二 
请 一 人 己 


的 乘积 4B . 


解 因为 4 是 2x4 和 矩阵 ,中 是 4x3 和 矩阵 ,4 的 列 数 等 于 如 的 行 数 ,所 以 拢 
阵 4 与 也 可 以 相 乘 ,其 乘积 48B8 = C 是 一 个 2x3 和 矩阵 . 按 公式 (6) 有 


4 1 0 
103 -Ni=-Ll1 3 
c -4B=| 
210 2/|20 1 
1 3 4 
1x4+0x(-1) 1xl+0xl 1x0+0x3 
+3xXx2 +3x0 +3x1l 


+( 一 1)x1l| 二 (-1)x3 +(-1)x4 
2X4+1Xx(-1) 2xli+lxl 2x0+1x3 


+0x2 +0O0x0 +0Xx1 
+2Xl +2Xx3 +2Xx14 
/19 -2 -1 
9 1 


例 $S 求 矩 阵 


的 乘积 4B 及 BA4.， 
解 ” 按 公式 (6), 有 


( ?| 2 | 用 : 1 
AZ 一 一 ， 
3 二 6 8 16 


2 | 本 | ( | 
B4 = 二 
-3 -6 1 -2 0 0 
在 例 4 中 ,4 是 2x4 和 抑 阵 ,B 是 4x3 和 矩阵 ,乘积 4B 有 意义 而 B4 却 没有 
和 34 ee 


意义 .由 此 可 知 ,在 矩阵 的 乘法 中 必须 注意 矩阵 相 乘 的 顺序 . 4B8 是 4 左 乘 如 (也 
被 4 左 乘 ) 的 乘积 ,B4 是 4 右 乘 吾 的 习 积 ,4B 有 意义 时 ,B4 可 以 没有 意义 . 
又 若 4 是 xXz 惩 阵 ,中 是 2xzm 和 矩阵 , 则 4B 与 BA 都 有 意义 ,但 4 是 me 阶 
方 阵 ,B4 是 z 阶 方 阵 , 当 产 天 关 时 4B 天 BA .即使 =2, 即 4, 也 是 同 阶 方 阵 ， 
如 例 5,4 与 中 都 是 2 阶 方 阵 , 从 而 4B 与 B4 也 都 是 2 阶 方 阵 , 但 4 与 BA 仍 
然 可 以 不 相等 .总 之 ,和 抢 阵 的 乘法 不 满足 交换 律 , 即 在 一 般 情 形 下 ,4B 天 BA4. 
48B= B4 , 则 称 方 阵 4 与 妃 是 可 交换 的 . 

例 5 还 表明 ,和 矩阵 4 和 关 O,B 尖 0, 但 却 有 B4 = OO. 这 就 提醒 旋 者 要 特别 注 
意 : 若 有 两 个 矩阵 4 ,中 满足 4B = O ,不 能 得 出 4 = 0 或 召 = O 的 结论 ;车 4 尖 
0 而 4(X-Y)= 0, 也 不 能 得 出 怀 = 了 的 结论 ， 

矩阵 的 乘法 虽 不 满足 交换 律 ,但 仍 满足 下 列 结合 律 和 分 配 律 (假设 运算 都 是 
可 行 的 )， 

(D) (4B)C=A4(BC); 

(it) X(4B)=(14) 吾 =A4(AZ) (其 中 ， 为 数 ); 

(iii) 4(B+C)=4B+A4C， 

(B+C)4=B4+C4. 
对 于 单位 矩阵 五 ,容易 验证 
也。4Awx 三 4oxu， wx, 五 =4ox， 





或 简写 成 
可 见 单位 矩阵 五 在 矩阵 乘法 中 的 作用 类 似 于 数 1. 
矩阵 


A 
称 为 纯 量 阵 . 由 (ME)4=)4,4() 巨 )=)4 ,可 知 纯 量 阵 ) 巨 与 矩阵 4 的 乘积 等 
于 数 ) 与 4 的 乘积 .并 且 当 4 为 = 阶 方 阵 时 ,有 
表明 纯 量 阵 ) 五 与 任何 同 阶 方 阵 都 是 可 交换 的 . 

有 了 矩阵 的 乘法 ,就 可 以 定义 矩阵 的 宪 . 设 4 是 = 阶 方 阵 ,定义 

4=4,4=4 4 4 =44 ， 

其 中 A 为 正 整数 ,这 就 是 说 ,4* 就 是 上 个 4 连 乘 .显然 只 有 方 阵 , 它 的 丢 才 有 意 
义 . 

由 于 矩阵 乘法 适合 结合 律 ,所 以 矩阵 的 寡 满 足以 下 运算 规律 : 

e 36 。 


4 二 t+ (41 二 4 

其 中 上 ,! 为 正 整数 .又 因 和 矩阵 乘法 一 般 不 满足 交换 律 ,所 以 对 于 两 个 z 阶 矩阵 
4 与 如 ,一 般 说 来 (4 了 ) 夫 48 ,只 有 当 4 与 吾 可 交换 时 , 才 有 (4B) = 4 B . 
类 似 可 知 , 例 如 (4 + 了 B)2= 42+24B+B2, (A 吾 )(4+ 了 )= 42 一 有 3: 等 公 
式 , 也 只 有 当 4 与 如 可 交换 时 才 成 立 ， 

上 节 例 1 中 有 一 个 向 三 个 商店 发 送 四 种 产品 的 数量 所 构成 的 矩阵 4 一 个 
四 种 产品 的 单价 与 单 件 重量 所 构成 的 矩阵 号, 按 和 矩阵 相 乘 的 定义 ,可 知 4 与 如 
的 乘积 矩阵 4B = C = (ci )jx;: 为 向 三 个 商店 所 发 产品 的 总 值 及 总 重量 所 构成 的 
矩阵 , 即 c,, 为 向 第 守 店 所 发 产品 的 总 值 ,c; 为 向 第 ; 店 所 发 产品 的 总 重量 . 

上 节 例 2 中 有 一 个 四 城市 间 的 单 向 航线 矩阵 4 ,由 


0 111 2 1 1 0 
1 0 .00 ， |o111 
4-|o 1 人 | 汪 和 | 和 | 
1 0 .10 02 11 
记 4 =( 扩 ), 则 六 为 从 ;市 经 一 次 中 转 到 ;7 市 的 单 向 航线 条 数 . 


例如 
bp23 =1 ,显示 从 @ 市 经 一 次 中 转 到 @@ 市 的 单 向 航线 有 1 条 (加 一 中 一 加 , 参 
看 图 2.1); 
6 =2, 显 示 从 @ 市 经 一 次 中 转 到 @@ 市 的 单 向 航线 有 2 条 ( 田 一 一 四,@ 
一 国 一 四); 
p =2, 显 示 过 中 市 的 双向 航线 有 2 条 (中 一 四 一 由 ,由 一 由 一 中); 
p53 =0, 显 示 鲜 市 没有 双向 航线 ， 
上 节 例 3 中 的 线性 变换 
31 三 CNZI 十 QZz 十 十 QZn， 
yz 三 G21Z1I 十 Q2272 十 十 QanZn， (2) 
yw 二 QnlZI 十 Qn27T2 十 "十 QomnTns 


利用 抢 阵 的 乘法 ,可 记 作 


Y= 4， 
之 1 1 
工 2 
其 中 4A=(a),X=| | ,7Y=| 
二 yw 


这 里 , 列 向 量 ( 列 和 矩阵 ) 环 表示? 个 变量 rz ,zz，…,z，, 列 向 量 了 表示 差 个 
*。 37 ， 


变量 ,m,，…，,yw :线性 变换 (2) 把 和 变 成 了 ,相当 于 用 矩阵 4 去 左 乘 下 得 到 
. 


用 和 矩阵 4 = (。 0 ] 去 左 乘 向 量 5= ( ) ,相当 于 把 向 量 E 投 影 到 X 轴 上 
(参看 图 2.2)， 
用 拭 阵 4= 


宫 9 “人 在 乘 向 量 0= (> ) ,相当 于 把 向 量 5 旋 转 9 


sin P cos 9 


角 ( 参 看 图 2.3) .进一步 还 可 推 知 , 以 4" = [ ? 左 乘 向 量 5 疡 ,应 


sin p cos 0 
把 向 量 方 旋 转 ”个 2p 角 ， 即 旋转 z2 角 , 而 旋转 ap 角 所 对 应 的 矩阵 为 
cos 10D 一 Sin 70 
丁 1722D cos 710 ) 
例 6 证 明 
cosgyg -sin _ fcosnp 一 sin7mg 
病 P cos 9 邮 10 Cos 1H0 
从 前 段 说 明 已 能 推 知 本 例 的 结论 ,下 面 按 和 矩阵 寡 的 定义 来 证 明 此 结论 . 
证 用 数学 归纳 法 . 当 ?=1 时 ,等 式 显然 成 立 . 设 = 上 时 成 立 , 即 设 
cos pp 一 sin 9p cos Ap 一 Sin &Ap 
ws 中 - = ) 
要 证 z=A+1l 时 成 立 . 此 时 有 
( 9 一 sin 4 


Sin JJ cos 0 


Sin &P cos &D 


fcosp 一 sin gp “fcos p 一 sin 9 
册 pD cos 9 加 P cos 0 
fcos Ap -sinpRpyfcosp 一 snp 

和 同 &P cos Ap | cos 9 

fcos typcos p 一 Sin Rpsin P 一 cos Rpsin 9 一 Sin &pCcos 9 
岂 &pcos 0 二 cos Rpsin 一 Sin &psin 0 十 cos Rpcos ?| 
fcos(R+1)9p 一 sin(R+1)9 

an cos( 灿 十 1)9 


于 是 等 式 得 证 . 
四 、 和 矩阵 的 转 置 
人 一 


定义 5 ”把 矩阵 4 的 行 换 成 同 序数 的 列 得 到 一 个 新 矩阵 ,叫做 4 的 转 置 抵 
阵 , 记 作 4 .例如 矩阵 
。38 


(1 2 | 
岂 三 
3 -1 1 
的 转 置 矩 阵 为 
1 3 
47=|2 -1|. 
0 二 








矩阵 的 转 置 也 是 一 种 运算 ,满足 下 述 运 算 规律 (假设 运算 都 是 可 行 的 ): 
(iD (4 ) = 人 本 
(ii (4+ 画 ) =4 + 有 
(ii) (14)= 47 
iv) (43) = 有 47 

这 里 仅 证 明 (iv). 设 4=(oi)ox 如 =(b)x 记 A4B=C=(c)ox，， 
BA47= 也 =(di),x。. 于 是 按 公式 (6), 有 

纺 三 y， Ce ， 


类 =1 


而 如 的 第 z 行为 (6u 4 的 第 / 列 为 (ai 9 ,ax ) ,因此 


Gd = 3 uGix 二 二 QikBu ， 
Kk= 1 炎 = 上 
所 以 di = Ci (=1,2, 72 条 =1,2……，22)， 
即 到 = C-” , 亦 即 













有 47 =(4B)7， 
例 7 已 知 
1 7 -1 
2 0 -1 
13 2 
2 0 1 
求 (4 了 ) 
解法 1 因为 
1 7 -1 
2 0 -1 10 14 -3 
4B= | 中 2 | -| 上 
13 2 17 13 10 
2 0 下 
(0 17 
所 以 (4B) =|14 13|. 
-3 10 
解法 2 


。39 。 


(4B)I = 再 ATI = 





设 4 为 ” 阶 方 阵 , 如 果 满 足 4 -=4, 即 
二 冲洗 二 ]2 
那么 4 称 为 对 称 矩 阵 ,简称 对 称 阵 . 对 称 阵 的 特点 是 : 它 的 元 素 以 对 角 线 为 对 称 
轴 对 应 相等 ， II 
例 8 设 列 矩阵 和 = (zyz…zi) 满足 素 : 和 =1, 瑟 为 2 阶 单位 阵 , 吾 
= 巨 -2XX- ,证 明 互 是 对 称 阵 , 且 HH7 = 五 . 
证 明 前 先 提 醒 读者 注意 :于 "和 = zi+z+…+z2 是 一 阶 方 阵 ,也 就 是 一 个 
数 ,而 XX-' 是 2 阶 方 阵 . 
证 8 如 =( 五 -2XX ) 
= 忆 一 2(XX ) 
= 五 -2XX = 百 ， 
所 以 互 是 对 称 阵 . 
末 = 下 :=( 酝 一 2 丑 夺 ) 
= 巴 -4XXKT+4(XXT)(XXT) 
= 巴 一 4X 十 4 束 ( 避 以) 天 7 
= 巴 一 4XXT +4XX = 五 . 


五 、 方 阵 的 行列 式 


定义 6 由 ? 阶 方 阵 4 的 元 素 所 构成 的 行列 式 ( 各 元 素 的 位 置 不 变 ) , 称 为 
方 阵 A 的 行列 式 , 记 作 14 | 或 det4 . 

应 该 注意 , 方 阵 与 行列 式 是 两 个 不 同 的 概念 ,mn 阶 方 阵 是 zz?: 个 数 按 一 定 方 
式 排 成 的 数 表 , 而 * 阶 行列 式 则 是 这 些 数 ( 也 就 是 数 表 4 ) 按 一 定 的 运算 法 则 所 
确定 的 一 个 数 . 

由 4 确定 |41 的 这 个 运算 满足 下 述 运算 规律 ( 设 4 ,了 为” 阶 方 阵 ,1 为 
数 ) 

(iD 14I1=141( 行 列 式 性 质 1); 

疏 1441=》|141 
(证 ) | 481=14118|. 
我 们 仅 证 明 (ii). 设 4=(ai), 也 =(0). 记 272 阶 行列 式 


，40 ， 


人 al 2 人 on 


| 5 B 


一 1 二 ) ee 六 ， 
由 第 一 章 例 10 可 知 D=141138|1, 而 在 也 中 以 0 乘 第 1 列 ,0， 乘 第 2 列 ,…， 
0, 乘 第 ” 列 ,都 加 到 第 + 列 上 (j =1,2,…，,2), 有 
4 C 
-下 0 
其 中 C=(c),cj=ban+pbaas+…+boan 故 C=4B. 
再 对 了 的 行 作 斑 全 一 C=1,2,…，,2), 有 


-| 





- 刁 0 
D=( 一 1) 交 
从 而 按 第 一 章 例 10 有 
D=(-1)"|-2lIcl=(-1)"( -tcl=lcl=145|， 
于 是 14B81=1411B1. 证 毕 
由 (ii) 可 知 ,对 于 ” 阶 和 矩阵 4 ,中 ,一般 来 说 4B 天 有 4 ,但 总 有 
14B8|=|B4|. 


例 9 行列 式 141| 的 各 个 元 素 的 代数 余子 式 A, 所 构成 的 如 下 的 和 矩阵 
AN A … 4， 


二 全 “2 Se 《人 


? 


4，A4A，… A。 
称 为 矩阵 4 的 伴随 矩阵 ,简称 伴随 阵 . 试 证 
44 "=4"4=|4| 互 . 
证 设 4=(oi), 记 44 ”=(o), 则 
六 三 aiA+azAz 二 十 ap 三 14 19，， 
故 44 "=(|410)=141(0)=|4 | 五 . 
类 似 有 
44= (hooo)= (14185)=141(50) =141B: 


。， 了 可 。 


才 


、 共 斩 和 矩阵 


当 4=(oai ) 为 复 和 矩阵 时 ,用 as 表示 的 共 柜 复数 , 记 
人 = (ai )， 
4 称 为 4 的 巷 矩阵 . 
共 入 矩 阵 满足 下 述 运算 规律 ( 设 4,B 为 复 矩 阵 ,) 为 复数 , 且 运 算 都 是 可 行 的 ); 
(i) 4+ 吾 =4+ 互 ; 
(iD 44 =44 1 
(iii) 4 = 4 五 . 


83 逆 和 矩 阵 


设 给 定 一 个 线性 变换 


1 一 QU1 士 Qiz2 下 二 Clin， 


ya2 三 CQ2171 十 Q2zT2z 十 十 Qu (7) 
.yn Se QN1 之 1 十 Qi2 民 2 十 十 Conn， 
它 的 系数 矩阵 是 一 个 ” 阶 矩 阵 4, 若 记 
江 1 .1 
大 一 2 ,YY 三 3 
叶 Jr 
则 线性 变换 (7) 可 记 作 
Y= 4X. (8) 
以 4 的 伴随 阵 4 " 左 乘 上 式 两 端 ,并 利用 例 9 的 结果 ,可 得 
4"Y=A4 "4X, 即 4 Y=1|14|， 
当 |41 天 0 时 ,可 解 出 
_ ， 
汉王 TAT4 Y ， 
记 B=T4T4A- ,上 式 可 记 作 
瑟 = 2BY. (9) 


(9) 式 表示 一 个 从 了 到 瑟 的 线性 变换 , 称 为 线性 变换 (8) 的 逆 变 换 . 
我 们 从 (8) ,(9) 两 式 分 析 变 换 所 对 应 的 方 阵 4 与 逆 变 换 所 对 应 的 方 阵 吾 之 
间 的 关系 .用 (9) 代 入 (8) ,可 得 
a d42 a 


Y=A4(BY)=(48B)Y， 
见 4B 为 便 等 变换 所 对 应 的 和 窍 阵 , 故 4B = 五 .用 (8) 代 入 (9) 得 
X=B(4AX)=(BA)， 
知 有 B4 = 互 .于 是 有 
4= B4= 王 ; 
由 此 我 们 引信 逆 和 矩阵 的 定义 . 
定义 7 对 于 ” 阶 矩 阵 4 ,如 果 有 一 个 守 阶 矩阵 下 ,使 
4= BA4 = 五， 
则 说 矩阵 4 是 可 逆 的 ,并 把 矩阵 如 称 为 4 的 逆 矩 阵 ,简称 逆 阵 . 
如 果 矩 阵 4 是 是 可 道 的 ,那么 4 的 送 阵 是 惟一 的 的 .这 是 因为 : 设 B,C 都 是 4 
的 逆 阵 , 则 有 
了 B=BEF=B4C)=(B4)C=EC=C， 
所 以 4 的 逆 阵 是 惟一 的 . 
4 的 首 阵 记 作 4 . 即 若 4B= B4= 正 , 则 吕 8=A4- 
定理 1 若 和 矩阵 4 可 逆 , 则 |4| 天 0. 


证 4 可 道 , 即 有 4 ,使 44 = 五 . 故 |4|. 14- =1 下 |=1, 所 以 |4| 
天 0. 

定理 2 若 |4| 夭 0, 则 和 矩阵 4 可 逆 , 且 

4-=T4T4 ， (10) 

其 中 4 "为 矩阵 4 的 伴随 阵 . 

证 由 例 9 知 

44 "=4 "4=|4| 王 ， 

因 |41 尖 0, 故 有 


4 TaT4- = TATA:4= 书 
所 以 , 按 闭 阵 的 定义 , 即 知 4 可 六 , 且 有 
国 TUTA 虽 证 毕 
当 |41=0 时 ,4 称 为 奇 蜡 和 矩阵 ,否则 称 非 硒 晃 矩阵 . 由 上 面 两 定理 可 知 ; A 
是 可 逆 矩 阵 的 充分 必要 条 件 是 14 | 天 0， 即 可 逆 撼 阵 就 是 非 奇 异 和 矩阵 . 
由 定理 2, 可 得 下 述 推论 . 
推论 若 48= 王 (或 BA4=. 瑟 ), 则 刀 =4 
证 |4|1 .||=| 五 |=1, 故 14 天 0, 因 而 4 :存在 ,于 是 
有 =EB=(4 4)B=4- (4B)=4 :=A4-. 证 毕 
方 阵 的 逆 阵 满足 下 述 运算 规律 : 
ee 43 e 


(iD 车 4 可 道 , 则 4 亦 可 逆 , 且 (4…) =4. 
(ii 若 4 可 道 , 数 4 天 0, 则 4 可 道 , 且 (14) -= 于 4 
(ii) 若 4,B 为 同 阶 矩阵 且 均 可 逆 , 则 4B 亦 可 逆 , 且 
(4B) -= 有 3 4 一. 
证 (4B)(B-4-)=4(BB-)4 =4E4 -=44 ”= 五 ,由 推论 , 即 
有 (4B) -= 了 -14-1. 
(iv) 若 4 可 逆 , 则 47 亦 可 六 , 且 (4 ) 一 =(4 一 ). 
证 4T(A-UT=(4A-!A)T= ET= 己 ， 
所 以 (4 ) =(4 一 ) 证 毕 
当 4 可 递 时 ,还 可 定义 
4A"=, 4 -=(4-)， 
其 中 A 为 正 整数 .这 样 , 当 4 可 逆 ,、Ap 为 整数 时 ,有 
4 4 =4 (4 六 =A47"， 


例 10 求 二 阶 和 矩阵 4= ( 4 的 间 降 


坟 一 六 
解 AI=ad-ica | )， 


一 《 妈 


利用 逆 阵 公式 (10) , 当 |4 1 天 0 时 ,有 


2 d 一/ 
四 二 -5 闻 
例 11 求 方 阵 





1 2 3 
2 2 1 
3 4 3 





的 逆 阵 . 
解 ” 求 得 |4|=2 尖 0, 知 4 存在 .再 计算 14 | 的 余子 式 
M,= 2，Mu= 3，M= 2， 
M, = -6，M= -6，M:= -2， 
M, = -4， Mu = -5， Mi= -2， 


Mi 一 Ma Mi 2 6 -4| 
得 4 ”=| 一 Mo M -Mol =|-3 -6 ， 
AM 本 AI23 AM33 2 2 一 2 











。 44 。 








1 3  -- 
、 -~- .1 =-|-3 - 3 
所 以 A 二 下 全 二 本 3 林 | . 
1 1 -1! 
例 12 设 
1 2 3 1 3 
2 1 
4=|2 2 1 .| ),c=|: 0 | ， 
S 3 
3 4 3 3 工 
求 矩 阵 和 使 其 满足 
4XB = C. 


解 若 4…,B- 存 在 , 则 用 4- 左 乘 上 式 ,B… 右 乘 上 式 , 有 
4-14XBB -=A4-:CB-， 





即 =A-ICB -1. 
由 上 例 知 | 4 | 夭 0， 而 1 了 B1=1, 故 知 4,B 都 可 闭 , 且 
1 3 -2 
人 5 3 -一 小 
“ 人 引 | 人 -3 站 
1 1 -1 
1 下 总 本 
0 5 了 
于 是 =A4-'CB -= 本 3 5 2 || _; 交 
1 1 -j3 1 
。 一 2 1 
3 -1! 
下 -| -4 
一 5 2 
0 一 10 4 
1 2 1 0 
jl 13 设 = ,入 = ,AP=P4, 求 47. 
例 13 设 人 | 求 
1 4 一 2 
了 -2,P-= 到 | 上 
解 | P| | 
AAA=PA4P-L,42= PAP-IPAP-I= P4 PP- ,4 = PA"P-， 


1 0 ，/L0oVWLOoW /110 1 .0 
于 
0 2 0 2 八 0 2) \0 2 0 


1 2\ /1 0\11 4 -2，11/1 | 0 
” 一 人 一 一 
故 0， 几 | 人 本 | 


(2 RN 2 一 1 
2 4 一 227 AR 人 二 六 于 DA 十 


设 OP(Z) 三 Cn 十 QI 十 二 GE 
为 工 的 次 多 项 式 ,4 为 2 阶 和 矩阵, 记 
9p(4A)=ao+aia+…+an”， 
2(4) 称 为 矩阵 4 的 mm 次 多 项 式 . 
因为 矩阵 4 ,4 和 互 都 是 可 交换 的 ,所 以 矩阵 4 的 两 个 多 项 式 P(4 ) 和 
(4) 总 是 可 交换 的 , 即 总 有 
2(4)FC4)=A4)P(4)， 
从 而 4 的 几 个 多 项 式 可 以 像 数 zx 的 多 项 式 一 样 相 乘 或 分 解 因 式 .例如 
( 忆 +4)(2B-A4A)=2BE+4-A4 ， 
(也 -4) = 五 -34+34 2 一 4 ， 
我 们 常用 例 13 中 计算 4* 的 方法 来 计算 4 的 多 项 式 P(4 ), 这 就 是 : 
(i) 如 果 4= PAP…, 则 4 =PA4P- ,从 而 
pP(4A)=ao 思 +ai 十 十 QnA” 
= PauEP-:+Pal4P- +…+Pa,4"P 
=Pp(4)P 
(iD) 如 果 4=diag(A ,2 ，…,)，) 为 对 角 阵 , 则 4 公 = diag(11 2 ) 从 

















而 
p(4A)=ao 巴 +ai 太 十 十 Qn 肆 ” 
1 1 人 1 
1 1， AZ 
二 Q0 十 Qi 十 十 双 
1 和 和 
2p(A) ) 
292) 
op(A，) 
-1 1 1 1 
例 14 设 P=| 1 0 2|,4= 2 ,4P= PA4， 
1 1 =-1! 一 3 
求 p(4)=4:+24 一 34. 
-1 1 1 0 2 0 
十 了 
解 |pP|=| 1 0 2?| 一 -1 0 2|=6, 知 尸 可逆 ,从 而 
1 1 =-1! 1 1 -1 














4=P4P-,p(4)=pPp(4A)P”. 
而 p(1)=0,p(2)=10,p(-3)=0, 故 p(4)=diag(0,10,0). 
e 46 日 





























-1 1 | 10 
o(4)=Pp(4)P-:=| 10 3? 10 [ET[P 
1 1 -一 ! 0 
0 1 01f4， 4， Aa 4 42 4 
-如 0 0||42。 4 4a = 写 0 0 0 |， 
0 1 0JLA， 4 Ai Ai 4 An 
2 二 1 一 外。 并 
而 Au，2= | 六 启 | 1 | =a， 
1 0 1 
于 是 2p(4)=S$|0 0 | 
1 0 1 





$4 和 抵 阵 分 块 法 


对 于 行 数 和 列 数 较 高 的 矩阵 4 ,运算 时 常 采用 分 块 法 ,使 大 矩阵 的 运算 化 
成 小 矩阵 的 运算 ,我 们 将 矩阵 4 用 若干 条 纵 线 和 横 线 分 成 许多 个 小 矩阵 ,每 一 
个 小 矩阵 称 为 4 的 子 块 , 以 子 块 为 元 素 的 形式 上 的 矩阵 称 为 分 块 矩阵 . 

例如 将 3x4 和 矩阵 


和 = |a2 4 QQ3533  Q24 








C31 CQ32 0Q33 434 
分 成 子 块 的 分 法 很 多 ,下面 举 出 三 种 分 块 形式 : 
Q20 ;QQ Q&03 


Q2 102 023 224 


= 


《i) 


= 


ai4a :243 ;040 
(ii) | aa ;az ; az ; a24 |. 


Q3l : Q32 : Q33 : 034 


al 2 :243 241 
QZ21 22 ;223 024 《ii) 








分 法 (可 记 为 
网 网 
人 入 = ? 
42 42 
其 中 二 二 加 出 区 网 | ， 
CQ21 CQ22 CQ23  Q24 


42=(as3l as2),42 =(a33 ai) ， 


重 47 和 


即 4,42,42,42 为 4 的 子 块 ,而 4 形式 上 成 为 以 这 些 子 块 为 元 素 的 分 块 
矩阵 .分 法 (i 及 (iii) 的 分 块 矩阵 请 读者 写 出 . 
4 0 


本 章 第 2 节 证 明 公式 14B | = | 4 1 1 了 1 时 出 现 的 矩阵 | 人 及 


省 0 | 正 是 分 所 矩阵 ,在 那里 是 把 四 个 算 阵 拉 成 一 个 大 抵 阵 ,这 与 把 大 所 
阵 分 成 多 个 小 矩阵 是 同一 个 概念 的 两 个 方面 ， 

分 块 矩阵 的 运算 规则 与 普通 矩阵 的 运算 规则 相 类 似 , 分 别 说 明 如 下 : 

(Gi) 设 和 矩阵 4 与 B 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,采用 相同 的 分 蕊 法 ,有 
4 也， … 也 ,， 


碟 王 , 且 一 














和 ee 本 盏 ,， es 且 ,. 
其 中 4, 与 孔 的 行 数 相同 、 列 数 相同 ,那么 


4n+ 有 II … 4+ 呈 ， 














4 十 男 = 
太 , 十 有 曙 ,， … 4, 十 卫 , 
4 … 4r 
(iD 设 4=|: ,A 为 数 ,那么 
委 ， ae 4 
14， … 14， 
4= | : 








14，… 14,， 
(iii) 设 4 为 轨 x7L 和 矩阵, 吾 为 xm 和 矩阵 ,分 块 成 




















4 3 … 了 吾 ， 
4=|: : | ,五 = | : : | ， 
4: 下 4 吾 , 人 也 , 
其 中 :1 ， 帮 ) 9” 有; 的 列 数 分 别 等 于 召 ,， 且 2 ,下 ,的 行 数 ,那么 
CI … Cu 
4 呈 = | : : | ， 
C， C 
其 中 Ci = 下 地 全 证 二 人才 
K=1 


例 1S 设 
。 48 。 





1 0 0 0 1 0 1 0 
10100 下 号 于 2 0 1 
4=|-1 2 1 0|'2= 1 0 4 1|， 
1 0 1 -1 -1 2 0 
求 4B . 
解 把 4, 如 分 块 成 
1 0;0 0 
二 芭 .0.13:0.0 归 
= 1 4， 玫 
1 1;0 1 
1 0;1 0 
加 王 | [人 一 
1 0;4 1 DB B， 
.人 -1 -1;2 0 
五 OO1[B， 开 
则 4B = 
和 五 另 21 孚 2 
| 了 3， 瑟 
AIBi + 有 4 + 了 2 
而 人 -人 ?| 1 | 1 
1 以 21 1 1 | 2 二 -1 
( 1 | [了 | 
二 十 一 ， 
0 2 -1 -1 -1 1 
-1 2 4 1 3 3 
4 +Ba=| 十 )- )， 
2 0 3 1 
1 0:;1 0 
-1 2;0 1 
确 二 | 1 
-2 4;3 3 
-1 1;:3 1 
4ii 机 Ai AD 4 
(iv) 设 4=|: : 则 4I=| : : 
4 AI 人 47 














(v) 设 .4 为 2 阶 矩 阵 , 若 4 的 分 块 矩 阵 只 有 在 对 角 线 上 有 非 零 子 块 , 其 余 
子 块 都 为 零 矩阵 人 


= 人 


。 49 。， 


其 中 4,(i=1,2,…，,*) 都 是 方 阵 ,那么 称 4 为 分 块 对 角 和 矩阵 . 


分 块 对 角 和 矩阵 的 行列 式 具 有 下 述 性 质 
14|=14,114)1…|14,|. 
由 此 性 质 可 知 , 若 14,| 天 0(=1,2,…,s), 则 |4| 天 0, 并 有 

















O 
有 -1 = 4 
O 有 -1 
5 0 0 
例 16 设 4=|0 3 1|, 求 42 
0 2 1 
下 
解 4=|0;3 1 ， 
OO 4， 
0:;2 1 
本 1 
4=(3),4i= [| 
3 1 _， 1 -1 
A: 二 ,4A， 一 9 
2 1 一 2 3 
下 这 
下 人 0 
所 以 4 ”= 0 
0:-2 3 


对 和 邱 阵 分 块 时 ,有 两 种 分 块 法 应 巴特 别 重 视 , 这 就 是 按 行 分 块 和 按 列 分 块 ， 
MX2 矩阵 4 有 zz 行 , 称 为 矩阵 4 的 mm 个 行 向 量 . 若 第 ; 行 记 作 


0 =(ai yaizy，… ,an )@， 


则 矩阵 4 便 记 为 ， 
Cl 
C; | ， 
) 


青 


疡 X 妖 矩阵 4 有 > 列 , 称 为 矩阵 故 的 ” 个 列 向 量 , 若 第 7 列 记 作 


中 今后 列 向 量 ( 列 和 矩阵) 常用 小 写 黑 体 字 母 表 示 , 如 ae,a,x 等 ,而 行 向 量 ( 行 矩 阵 ) 则 用 列 向 重 的 转 
置 表示 ,如 aT ,IT,xr 


。， 0 。 


则 =(alyay，…，a,). 
对 于 矩阵 4 =(a, ),x, 与 矩阵 了 = (bo ),x 的 乘积 矩阵 4B =C=(ci)x，， 
若 把 4 按 行 分 成 块 ,把 如 按 列 分 成 2 块 , 便 有 


CT 0TD， op， … 1D， 
Cz7 CD ob， … 0D 
48= | ，|( 相 pb | =(c)oxv， 
Cn Cnpi np2 Ce Cap， 
其 中 
训 
个 0 
cj = Ci = (ayaa as) ，|= > ,aanpbu， 
3 大 二 ] 
避 ， 
由 此 可 进一步 领会 矩阵 相 乘 的 定义 ， 
以 对 角 阵 4。 左 乘 矩 阵 4。x, 时 ,把 4 按 行 分 块 ,有 
1 C1 ecT 
A 02 2 02 
太 ,4x， 一 ， 二 一 》 
和 Xuan 


可 见 以 对 角 阵 4,, 左 乘 4 的 结果 是 4 的 每 一 行 匀 以 4 中 与 该 行 对 应 的 对 角 元 . 

以 对 角 阵 4, 右 滋 矩阵 4。, 时 ,把 4 按 列 分 块 , 有 

41 
人 2 
44A,， = (aa ，…，,a,) 轴 = (ai am… ha，)， 
A， 

可 见 以 对 角 阵 4 右 乘 4 的 结果 是 4 的 每 一 列 乘 以 4 中 与 该 列 对 应 的 对 角 元 . 

例 17 证 明和 矩阵 4 = O 的 充分 必要 条 件 是 方 阵 4h7r4 = O.， 

证 “条 件 的 必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 条 件 的 充分 性 . 

设 4 = (ai)wx, 把 和 用 列 向 量 表 示 为 4 = (aaz,…，a,), 则 


。41 


工 
Qi aital alaz … ala， 
了 了 下 T 下 
工 人 2 Q2 Qi Q202 机 
44= (al ,az，…，a,) = 
下 T T 工 
Qn， QQ1 QQ2 让 QQ， 


即 4" 4 的 (7) 元 为 aia, 因 4 4 = O, 故 
ald =0(j) =1,2,,7m)， 


特殊 地 ,有 
a7ai 一 0 (7 一 1 ,2，…，,77 )， 
QT 
CQ 
T 227 
而 Ci Ci 一 《区 让 3 二 总 一 al 十 22 十 …， 十 讼 人 
刀 


由 Qi 十 Q3 本 Q 二 0,( 因 CD 为 实数 ) 得 


他 全 全 下 

即 4 = 0. 证 毕 
本 例 阐明 了 和 扼 阵 4 与 方 阵 474 之 间 的 一 种 关系 .特别 地 , 当 4 = a 为 列 向 

量 时 ,由 于 ara 为 1x1 和 矩阵 , 即 ara 是 一 个 数 ,这 时 ,本 例 的 结论 可 叙述 为 : 列 向 


量 a = 0 的 充分 必要 条 件 是 ara = 0. 


对 于 线性 方程 组 
QZ 十 QiZ2z 十 十 QZ 三 2 ， 
Ca 十 QZz2z 十 十 QanZu 三 02， (11) 
人 mL 之 1 十 人 mm2 灾 2 二 Can 一 2 
1 bi al aa … al pi 


记 4=(a),r=| ,= | |,B= 


Zn 0 ao Qn2 Qm 0 
其 中 4 称 为 系数 矩阵 ,*x 称 为 未 知 数 向 量 ,5 称 为 常数 项 向 量 ,如 称 为 增 广 矩 阵 . 
按 分 块 矩 阵 的 记 法 ,可 记 
有 =(4:D), 或 也 = (4,b) = (aaz，…a,D). 
利用 和 矩阵 的 乘法 ,此 方程 组 可 记 作 

4x = 厂 ， (12) 

方程 (12) 以 向 量 x 为 未 知 元 , 它 的 解 称 为 方程 组 (11) 的 解 向 量 . 
52.， 


如 果 把 系数 矩阵 4 按 行 分 成 块 , 则 线性 方程 组 4&x = 二 可 记 作 


CT 0 CIXY=D， 
T T 
位 忆 2yX 二 避 5;， 
2 电 ,或 2 2 (13) 
Cz 六 CTx 一 ， 
这 就 相当 于 把 每 个 方程 
aiZI 十 QiaZ2z 十 十 Qi 二 0 
记 作 Cix=pi(i=1,2, 7). 


如 果 把 系数 矩阵 4 按 列 分 成 z 块 , 则 与 4 相 乘 的 x* 应 对 应 地 按 行 分 成 za 
块 , 从 而 记 作 


这 
之 2 
(aa ，…，a,) 二 三 少 ， 
yy 
即 ZI1Qi 二 2g2 十 … 十 了 QG， 二 古 ， (14) 


(12),(13),(14) 是 线性 方程 组 (11) 的 各 种 变形 .今后 ,它们 与 (11) 将 混同 使 
用 而 不 加 区 分 ,并 都 称 为 线性 方程 组 或 线性 方程 . 解 与 解 向 量 亦 不 加 区 别 . 
下 面 证 明 在 第 一 章 中 介绍 的 克拉 默 法 则 . 
克拉 积 法 则 对 于 ，” 个 变量 、， 个 方程 的 线性 方程 组 
auUZt+ az 二 十 Qnr 二， 
Qi 二 QZz 十 十 Qnr 二 忆 2， 
(15) 
Qn11 十 Co2Z2 十 十 QZn 二 已 ， 


如 果 它 的 系数 行列 式 九天 0 , 则 它 有 惟一 解 


vi = 方 Di = 方 (6 人 AU+pzA:+ 二 DA) (7 =,2，… 2) 
证 ”把 方程 组 (1$) 写 成 矩阵 方程 
47 = 也 ， 
ee ),x ,为 2 阶 和 矩阵 , 因 |141= 万 夫 0， 人 
令 x=A4- 5, 有 


4x=A44 -5 =)D， 
表明 x=4- 5 是 方程 组 (15) 的 解 向 量 . 
由 4x=p, 有 4-:4r=4-0, 即 x=4- 0, 根 据 首 阵 的 惟一 性 , 知 x = 
4 ”# 是 方程 组 (15) 的 惟一 的 解 向 量 . 
e 3 se 


-1 1 ， RE 
由 逆 阵 公式 4 到 六 ;有 xY= 人 及 5 = 万 4  , 即 














之 1 AAA AN 全 DAuT+p2A 二 … 十 P,A 
2| 1 4 42 … As 22 二 At+pbA2+…+pDADa 
1 : | 姜 
学， Ai,， A，， 二 A， 0， OA， 十 2 A:， 人 DA， 
亦 即 已 = 记 (0Au+DAa+ AN)=D (7=1,2,…，,7)， 
习 题 二 
1. 计算 下 列 乘 积 : ， 
4 3 1117 3 
(1) |1 -2 3|12|1; (2) (1,2,3)|121; 
5 7 0)LUI 1 
1 3 1 
2 2 1 4 0\I0 -1 2 
3) |1|1(-1,2); 4 ， 
9 (， 人 1 
4 0 一 2 
CI QI 4I3 vt 
《5) (zi 9 宛 2 ,3 ) CI2 CQ22 妃 23 2 | 
Q3 4023 433 之 3 
1 1 1 2 3 
2. 设 4=|! 1 -1|,8=|j-1 -2 4|， 
1 一 1 1 0 5 1 
求 348B3 -24 及 47 呈 . 
3. 已 知 两 个 线性 变换 
Zi 三 231 十 J3， JJ 三 一 3zi+:z2， 
ZT2 三 一 2y+3ya 二 23y3， 2 = 2zi 二 Z3， 
2Z3 二 4 + 22+333， 33 三 一 z2 十 3 z3， 


求 从 zx ,za ,zi 到 zi,zzzs 的 线性 变换 . 
2 1 2 1 0 

4 设 4= ja= ?名 ， 
(1) 4= B4 吗 ? 
(2) (4+ 甩 ) 关 =42+24B8+ 了 3 吗 ? 
(3) (4+ 了 )(4 一 吾 )=4 一 下 吗 ? 
5. 举 反 例 说 明 下 列 命题 是 错误 的 : 
。 44 ， 


(1) 若 4:=0O, 则 4=Oi; 
(2) 若 4:=4, 则 4=D 或 = 五 ; 
(3) 若 4X=4Y, 且 4 天 0 , 则 和 = 了 . 


6. 设 4= |， 鸯 人 
| 

) 1 0 
7. 设 4=10 ) 1|, 求 4". 

0 0 








8. 设 4,B 为” 阶 矩阵 , 且 A4 为 对 称 阵 ,证明 B7 4B 也 是 对 称 阵 . 
9. 设 4, 有 都 是 ” 阶 对 称 阵 ,证 明 4B 是 对 称 阵 的 充分 必要 条 件 是 4B = BA . 
10. 求 下 列 和 矩阵 的 逆 阵 ; 


1 2 cos0 -sinb 
(1) ): ， (2) 人 hj 
2 SS sin 人 cos 日 
1 2 -1 4， 。 
3 
(3) |3 4 -2|; (4) 红 (airaz…ar 天 0). 
5 一 才 0 Cu 








11. 解 下 列 矩 阵 方程 : 


(D) 人 ;jx= 和 
1 3 \2 小 





1] 4 2 0 3 1 
0 
-| 2 = 0 -1 
0 1 0 1 0 0 1 -4 3 
(4) |1 0 0|XI0 0 1=1|2 0 一 ! 
0 0 1 0 1 0 上 上 “二 0 

















12. 利用 逆 阵 解 下 列 线性 方程 组 ， 
Ti 十 27: 十 3z3 三 上 ， 2 
《1) 攻 +2z2 十 73 二 2， 《2) 民 一 xz 一 3z3= 三 1， 
3xrid+Sz+ zi=3; 3zi+2z 一 ri=0. 


13. 已 知 线性 变换 
ZI=2y +2y 二 33， 
| + 32+373， 
Z3 二 331 十 232 十 333， 
求 从 变量 zi ,za ,zs 到 变量 w ,yy ,ys 的 线性 变换 . 
14. 设 4 为 3 阶 矩 阵 ,141= 亏 , 求 |(24) -54" | 


。 .99 。 








0 3 3 

15. 设 4=| 1 1 0|,4B8=4+28, 求 召 . 
-1L 2 3 
1 0 1 

16. 设 4=|0 2 0|, 且 4B+ 巨 =4 + 吾 , 求 吾 . 
1 0 1 








17. 设 4=diag(1,-2,1),4 ”BA4=2B4 一 8, 求 了 
18. 已 知 矩 阵 4 的 伴随 阵 4' =diag(1,1,1,8), 且 4B4 -=B4-'+3 瑟 , 求 卫 . 


19. 设 P-!AP= 人 ,其 中 P=- 人 1)4=( 水 AL 


1 1 0 2 
1 1 1 一 1 
20. 设 4AP=pPA4, 其 中 了 = |1! 0 -2|,4= 1 ， 
1 一 1 1 5 














求 p(4)=A42:(5 瑟 -64+A43:). 

21. 设 44=O(A 为 正 整数 ) ,证 明 

(已 一 4) -= 殖 +A+A4 十 十 友 1， 

22. 设 方 阵 4 满足 4: -4 -25=O, 证 明 4 及 4+2B 都 可 道 , 并 求 4 ”有 玉 
(4+25)”. 

23. 设 矩 阵 4 可 道 ,证 明 其 伴随 阵 4 "也 可 道 , 且 (4” ) -=(4 一 ) ". 

24. 设 阶 和 矩阵 4 的 伴随 阵 为 4a ,证明 : 

(1) 若 |141=0, 则 14 "1=0; 


(2) 14 1=141. 
12 1 01fl 0 3 1 
0 101|1I0 1 2 -1! 
25, 计算 
002 1|I00 -2 3 
000 3)0 0 0 -3 
3 4 0 0 
4 -3 0 0 
26. 设 4= , 求 1431 及 44. 
0 0 2 0 
0 0 2 2 
27. 设 ” 阶 和 矩阵 4 及 * 阶 矩阵 了 都 可 逆 , 求 
DO 4 4 OO 
1 】 2) ) 
DB oO C 也 
28. 求 下 列 矩 阵 的 道 阵 ， 
5 2 0 0 1 0 0 0 
1 0 0 1 2 0 0 
1 ; 2 
人 008 3 多 2 1 3 0 
005 2 1214 
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第 三 章 
矩阵 的 初等 变换 与 线性 方程 组 


本 章 先 引进 矩阵 的 初等 变换 ,建立 矩阵 的 秩 的 概念 ,并 利用 初等 变换 讨论 扼 
阵 的 秩 的 性 质 ; 然 后 利用 矩阵 的 秩 讨论 线性 方程 组 无 解 \ 有 惟一 解 或 有 无 穷 多 解 
的 充分 必要 条 件 ,并 介绍 用 初等 变换 解 线性 方程 组 的 方法 . 


$1 和 抵 阵 的 初等 变换 


和 抢 阵 的 初等 变换 是 矩阵 的 一 种 十 分 重要 的 运算 , 它 在 解 线性 方程 组 . 求 赣 阵 
及 和 矩阵 理论 的 探讨 中 都 可 起 重要 的 作用 .为 引进 矩阵 的 初等 变换 , 先 来 分 析 用 消 
元 法 解 线性 方程 组 的 例子 . 

引 例 求解 线性 方程 组 

2zi- za- x+ zi=2, 中 

zi+ zz-2z+ zi=4,g) 

4zi 一 6z+2273 一 2zi=4, 思 

3zi +6z， 一 9zi+7zi=9. 由 


(1) 


zi+ 一 2x3+ zi=4, 四 
O-s@ |2zi- zi 一 Ti+ 14=2, 
3 2 和 3 
3zi+6z; 一 9zi+77z4=9, 由 





Zi +z-2z+ zi = 4 

四 -2 2z: -2z+2z: = 0, 四 
@-39 -Szs+Sszs-3zi= -6,@ 

3z; -3zi+4z4:= 一 3, 由 

冯 求 克 二 20 玉 坝 三 4 ,中 

@x 王 zi- Zi+zi= 0, 四 
加 +5@ 27z4 = 一 6, 国 人 

田 -3@ 
24 三 一 3, 四 


*。 97 。 


了 十 袜 2 一 2z3+z4= 4， 


， 
二 
人 ~- 一 -=-=--~ 一 “一 ~~----- 


(了 B4) 


L--------~---------= ~ 


= 0. 

这 里 ,(1)-~>(B,) 是 为 消 z, 作 准 备 .(B, )-(B,) 是 保留 中 中 的 z, ,消去 @， 
@@,@ 中 的 z,.(B;) 一 (B;) 是 保留 @@ 中 的 rz, 并 把 它 的 系数 变 为 1, 然后 消去 @， 
@ 国 中 的 z*, ,在 此 同时 恰好 把 z; 也 消去 了 .(B,) 一 (B,) 是 消去 z,, 在 此 同时 丛 
好 把 常数 也 消去 了 ,得 到 恒等式 0= 0( 如 果 常 数 项 不 能 消去 ,就 将 得 到 矛盾 方程 
0=1, 则 说 明 方程 组 无 解 ). 至 此 消 元 完毕 . 

(B,) 是 4 个 未 知 数 3 个 有 效 方程 的 方程 组 ,应 有 一 个 自由 未 知 数 ,由 于 方 
程 组 ( B, ) 呈 阶梯 形 ,可 把 每 个 台阶 的 第 一 个 未 知 数 ( 即 zx ,zx,z4) 选 为 非 自由 
未 知 数 , 剩 下 的 zs 选 为 自由 未 知 数 .这 样 ,就 只 需 用 “ 回 代 " 的 方法 便 能 求 出 解 : 
由 @@ 得 zx, = -3; 将 z,= -3 代入 加 ,得 =xzy+3; 以 zy = -3,z=xi+3 代 
入 @ ,得 z, = zx; +4. 于 是 解 得 


下 
外 
1 
| 
eeee 


2 三 223 十 4， 
Z2=23+3， 
元 
其 中 xz; 可 任意 取 值 .或 邻 z; = c ,方程 组 的 解 可 记 作 
zi] fc+4 1 4 
5 (2) 
全 C 1 0 
3 0) -3 


其 中 ec 为 任意 常数. 

在 上 述 消 元 过 程 中 ,始终 把 方程 组 看 作 一 个 整体 , 即 不 是 着 眼 于 某 一 个 方程 
的 变形 ,而 是 着 眼 于 整个 方程 组 变 成 另 一 个 方程 组 .其 中 用 到 三 种 变换 , 即 :(i) 
交换 方程 次 序 ( 外 与 四 相互 替换 );(it) 以 不 等 于 0 的 数 乘 某 个 方程 (以 @ x 替 
换 @O ); (ii) 一 个 方程 加 上 另 一 个 方程 的 上 倍 (以 OO +AO 和 替换 人 ). 由 于 这 三 种 
变换 都 是 可 逆 的 , 即 
OO 9O…O 














若 (A) (也 )， 则 (也 ) (A); 
共有 : 则 (有 -2 和 (A); 
1 出 [ 玉 二 全 人 








因此 变换 前 的 方程 组 与 变换 后 的 方程 组 是 同 解 的 ,这 三 种 变换 都 是 方程 组 
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的 同 解 变换 ,所 以 最 后 求 得 的 解 (2) 是 方程 组 (1) 的 全 部 解 . 
在 上 述 变 换 过 程 中 ,实际 上 只 对 方程 组 的 系数 和 常数 进行 运算 ,未知数 并 未 
参与 运算 .因此 , 若 记 方 程 组 (1) 的 增 广 矩 阵 为 


2 -1 -1! 1] 2 

1 1 一 2 1 4 
如 =(4,D)= 

4 -6 2 2 4 


3 6 -9 79 

那么 上 述 对 方程 组 的 变换 完全 可 以 转换 为 对 矩阵 吾 的 变换 . 把 方程 组 的 上 述 三 
种 同 解 变换 移植 到 矩阵 上 ,就 得 到 矩阵 的 三 种 初等 变换 . 

定义 1 下 面 三 种 变换 称 为 矩阵 的 初等 行 变 换 

(i) 对 调 两 行 (对 调 ij) 两 行 , 记 作 一 ); 

(ii) 以 数 & 尖 0 乘 某 一 行 中 的 所 有 元 素 ( 第 ; 行 乘 &, 记 作 mxA); 

(iii) 把 某 一 行 所 有 元 素 的 & 倍加 到 另 一 行 对 应 的 元 素 上 去 (第 7 行 的 & 倍 
加 到 第 ; 行 上 , 记 作 + Ar ). 

把 定义 中 的 “ 行 " 换 成 * 列 ”, 即 得 矩阵 的 初等 列 变换 的 定义 (所 用 记号 是 把 
“7r 换 成 “c”) . 

和 矩阵 的 初等 行 变 换 与 初等 列 变换 ,统称 初等 变换 . 

显然 ,三 种 初等 变换 都 是 可 逆 的 , 且 其 逆 变 换 是 同一 类 型 的 初等 变换 ;变换 
-全 六 的 道 变换 就 是 其 本 身 ; 变 换 r x 的 道 变换 为 r x [天 ]( 或 记 作 m 二 全 ); 
变换 m + Ar; 的 逆 变 换 为 六 +(-A)r (或 记 作 六 一 Ar;). 

如 果 和 矩阵 4 经 有 限 次 初等 行 变换 变 成 矩阵 了 ,就 称 和 矩阵 4 与 召 行 等 价 , 记 
作 4 ~ 呈 ;如果 和 拖 阵 4 经 有 限 次 初等 列 变换 变 成 矩阵 如 ,就 称 矩阵 4 与 召 列 等 
价 , 记 作 4 一 中 ;如 果 矩 阵 4 经 有 限 次 初等 变换 变 成 矩阵 总, 就 称 和 矩阵 4 与 如 等 
价 , 记 作 4 一 吾 . 站 

矩阵 之 间 的 等 价 关 系 具 有 下 列 性 质 ; 
(i) 反 身 性 4 一 4; 
(ii) 对 称 性 若 4 一 已 , 则 吾 一 4 ; 
(iii) 传递 性 若 4 一 忆 ,8~C, 则 4 一 C. 
面 用 抢 阵 的 初等 行 变 换 来 解 方程 组 (1) ,其 过 程 可 与 方程 组 (1) 的 消 元 过 
程 一 一 对 照 







2 ”二 一 1 2 

| 1 下 一 之 4 
加 一 

4 一 0 2 -2 14 

3 .6 一 9 9 


。 .9 。 


1 1 一 2 1 4 
nml2 -1 一 ! 1 2 
元 济 一 罗 ， 
3 2 3 下 “下 2 
3 6 -9 7 9 
1 -二 2 4 
人 | 
-2r| |0 2 一 2 0 
r,， 一 3r = 加 ， 
4 1|0 一 和 三 一 6 
0 3 一 3 4 一 3 
1 1 -2 1 4 
r2 二 了 
7 +Sra 0 1 开 1| 0 
疡 全 = 隐 ; 
4 2|0 0 0 2 -6 
0 0 0 1 一 3 
1 1 -2 1 4 
au 101 =-1 1 0 
到 二 = 号. 
4 30 0 0 1 一 3 
0 0 0 0 0 
由 方程 组 (3B,) 得 到 解 (2) 的 回 代 过 程 ,也 可 用 和 抢 阵 的 初等 行 变 换 来 完成 , 即 
1 0 -1 0 4 
1 72 0 旨 1 2 本 和 二 二。 0 3 
男 ， | 三 且 ; ， 
2 3|0 0 0 三 3 
0 0 0 0 0 
8; 对 应 方程 组 
ZI 一 2Z3= 4 
二 3 
并 4 到 
取 z; 为 自由 未 知 数 ,并 令 zi = c, 即 得 
了 c 十 4 1 4 
工 十 3 1 3 
| 生生 | 全 捕 | 竹 (2) 
、j] Za | C 0 
， 4 一 3 0 一 
其 中 ec 为 任意 常数 . 


矩阵 B。 和 了 都 称 为 行 阶 梯形 矩阵 ,其 特点 是 :可 画 出 一 条 阶梯 线 , 线 的 下 
方 全 为 0; 每 个 台阶 只 有 一 行 ,台阶 数 即 是 非 零 行 的 行 数 ,阶梯 线 的 竖 线 (每 段 竖 
线 的 长 度 为 一 行 ) 后 面 的 第 一 个 元 素 为 非 零 元 ,也 就 是 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 . 
。60 。 


行 阶梯 形 矩 阵 下 ; 还 称 为 行 最 简 形 抢 阵 ,其 特点 是 : 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 
为 1, 且 这 些 非 零 元 所 在 的 列 的 其 他 元 素 都 为 0. 
用 归纳 法 不 难 证 明 ( 这 里 不 证 ) :对 于 任何 矩阵 4。x, ,总 可 经 过 有 限 次 初等 
行 变换 把 它 变 为 行 阶梯 形 矩 阵 和 行 最 简 形 怎 阵 . 
利用 初等 行 变换 ,把 一 个 矩阵 化 为 行 阶梯 形 矩 阵 和 行 最 简 形 矩阵 ,是 一 种 很 
重要 的 运算 .由 引 例 可 知 ,要 解 线性 方程 组 只 需 把 增 广 矩阵 化 为 行 最 简 形 抢 阵 . 
由 行 最 简 形 和 矩阵 B, , 即 可 写 出 方程 组 的 解 (2) ,反之 ,由 方程 组 的 解 (2) 也 可 
写 出 矩阵 B; .由 此 可 猜想 到 一 个 矩阵 的 行 最 简 形 抢 阵 是 惟一 确定 的 ( 行 阶 梯形 
矩阵 中 非 零 行 的 行 数 也 是 惟一 确定 的 ). 
- 对 行 最 简 形 和 矩阵 再 施 以 初等 列 变换 ,可 变 成 一 种 形状 更 简单 的 矩阵 , 称 为 标 
准 形 . 例如 
0 -1 0 
2 
0 0 1 一 3 的 
0 00 0 0 0000 
矩阵 下 称 为 矩阵 吾 的 标准 形 ,其 特点 是 :下 的 左上 角 是 一 个 单位 矩阵 ,其 余 元 素 
全 为 0. 
对 于 om xi 矩阵 4 ,总 可 经 过 初等 变换 ( 行 变 换 和 列 变换 ) 把 它 化 为 标准 形 
| 
下 = 
OO 0) 
此 标准 形 由 mm ,”,r 三 个 数 完 全 确定 ,其 中 ~ 就 是 行 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 
数 . 所 有 与 4 等 价 的 矩阵 组 成 一 个 集合 ,标准 形 下 是 这 个 集合 中 形状 最 简单 的 
矩阵 . 
和 矩阵 的 初等 变换 是 矩阵 的 一 种 最 基本 的 运算 ,为 探讨 它 的 应 用 ,需要 研究 它 
的 性 质 , 下 面 介绍 它 的 一 个 最 基本 的 性 质 . 
定理 1 设 4 与 妃 为 加 X7 和 抢 阵 ,那么 : 


(iD) 4~ 有 B 的 充分 必要 条 件 是 存在 思 阶 可 逆 和 矩阵 P; 使 P4 = 也 ; 


(iD) 4~B 的 充分 必要 条 件 是 存在 ， 阶 可 逆 和 矩阵 Q ,使 AO = B; 

(iii) 4 一 号 的 充分 必要 条 件 是 存在 阶 可 逆 和 矩阵 下 及 阶 可 逆 和 矩阵 O ,使 
P4O = 也 . 

为 证 明定 理 1 ,我 们 引进 初等 矩阵 的 知识 ， 

定义 2 由 单位 阵 五 经 过 一 次 初等 变换 得 到 的 矩阵 称 为 初等 矩阵 . 

三 种 初等 变换 对 应 有 三 种 初等 矩阵 . 

(i) 把 单位 阵 中 第 1,) 两 行 对 调 ( 或 第 ;,) 两 列 对 调 ) ,得 初等 矩阵 > 

e 01 和 


吕 ; 三 


叫 所 一 


0 
1 
0 


一 全 所 
定 定 二 


1 
0 
0 
0 


< 第; 行 
E(i ,= 


和 <- 第 站 行 


用 靖 阶 初等 矩阵 已 。(i 7) 左 乘 矩 阵 4 = (ai )。 得 


GT CQ ”QQlh 


有 
瓦 , (ri,J)4= 


其 结果 相当 于 对 矩阵 4 施行 第 一 种 初等 行 变 换 ; 把 4 的 第 ; 行 与 第 j) 行 对调 ( 一 六 ). 
类 似 地 ,以 ” 阶 初等 矩阵 忆 ,(i 7) 右 乘 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 对 和 抢 阵 4 施行 第 一 种 初等 列 变 
换 : 把 4 的 第 ; 列 与 第 ) 列 对 调 (ci 一 c, )， 

(ii) 以 数 类 0 乘 单位 阵 的 第 ; 行 ( 或 第 ; 列 ), 得 初等 矩阵 

1 


瑟 (i(A)) = 人 < 第 ; 行 ， 
1 9$ 
可 以 验 知 :以 BEB,(i(k)) 左 乘 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 以 数 & 上 滋 4 的 第 ; 行 ( 产 xA); 以 
E,(i(R)) 右 科 矩 阵 4 ,其 结果 相当 于 以 数 上 生 4 的 第 ; 列 (c xA). 


(iii) 以 太 乘 忆 的 第 ) 行 加 到 第 ; 行 上 或 以 上 滋 五 的 第 ; 列 加 到 第 ) 列 上 ,得 初等 矩阵 


电 (六 ()) = 


。 6062 ， 


可 以 验 知 :以 下 。 (2 )) 左 乘 矩阵 4 ,其 结果 相当 于 把 4 的 第 7 行 乘 上 加 到 第 ; 行 上 (~+ 
Ar ), 以 五 《ie)) 右 乘 和 矩阵 4 ,其 结果 相当 于 把 4 的 第 ; 列 乘 & 加 到 第 j 列 上 (c + Aci)， 

归纳 上 面 的 讨论 ,可 得 

性 质 1 设 4 是 一 个 关 xn 矩阵 ,对 4 施行 一 次 初等 行 变换 ,相当 于 在 4 的 左边 切 以 相 
应 的 六 阶 初 等 矩阵 ;对 4 施行 一 次 初等 列 变换 ,相当 于 在 4 的 右边 乘 以 相应 的 ” 阶 初等 矩 
阵 . 

显然 初等 矩阵 都 是 可 逆 的 , 且 其 逆 阵 是 同一 类 型 的 初等 矩阵 :已 (ij)) ”= 天 (ij); 


BE(iA)) = 下 (二 );E(5(C6D) = 亚 ((- 人 有) 


性 质 2 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 存在 有 限 个 初等 矩阵 Pi ,P:,…,P ,使 4= 
忆 , P; … 卫 ,. 

证 先 证 充分 性 . 设 4 = PP:…P, 因 初等 矩阵 可 逆 , 有 限 个 可 逆 和 矩阵 的 乘积 仍 可 道 . 故 
4 可逆， 

再 证 必要 性 . 设 ” 阶 方 阵 4 可 道 , 且 4 的 标准 形 矩 阵 为 下 ,由 于 下 一 4, 知 下 经 有 限 次 初 
等 变换 可 化 为 4, 即 有 初等 矩阵 PP ,P: ,…，, 忆 ,使 

4 = 了 …P,FP,,…PI， 
因为 4 可 逆 ,P ,…，, 忆 也 都 可 逆 , 故 标准 形 矩 阵 下 可 逆 . 假 设 
人 
OO OO /1x 
中 的 ~r<w, 则 |FI=0, 与 玉 可 道 矛盾 ,因此 必 有 >= mm, 即 正 = 五 ,从 而 
和 = 卫 | P:… 卫 |， 证 毕 
下 面 应 用 初等 抢 阵 的 知识 来 证 明定 理 1， 
定理 工 的 证 明 


(i) 依据 4 ~ 有 的 定义 和 初等 矩阵 的 性 质 ,有 
4~B 人 怠 4 经 有 限 次 初等 行 变换 变 成 有 
依存 在 有 限 个 mm 阶 初等 矩阵 PP ,PP, ,… ,P, ,使 P,…P;,P,4= 有 了 
驴 存 在 mm 阶 可 道 矩 阵 己 ,使 P4 = 卫 ， 
类 似 可 证 明 (ii) 和 (iii) . 证 毕 
定理 1 把 矩阵 的 初等 变换 与 矩阵 的 乘法 联系 了 起 来 ,从 而 可 以 依据 矩阵 乘 
法 的 运算 规律 得 到 初等 变换 的 运算 规律 ,也 可 以 利用 抢 阵 的 初等 变换 去 研究 矩 
阵 的 乘法 . 下 面 先 给 出 定理 1 的 一 个 推论 ,然后 介绍 一 种 利用 初等 变换 求 道 阵 
的 方法 . 
推论 ” 方 阵 4 可 逆 的 充分 必要 条 件 是 人 4 一 瑟 ， 
证 4 可逆 后 存 在 可 逆 和 抢 阵 已 ,使 P4 = 瑟 


后 A 一 忆 . 证 毕 
定理 1 表明 ,如 果 4 ~B, 即 4 经 一 系列 初等 行 变 换 变 为 吾 , 则 有 可 道 矩阵 
63 ee 


了 ,使 P4= 了 .那么 ,如 何 去 求 出 这 个 可 道 矩 阵 忆 ? 
P4= 卫 ， 下 
由 于 PA -| 2 二 e9P(A,) = (县 ,P)e(A, 下 ) 一 ( 且 ,P)， 因 


此 ,如 果 对 和 抑 阵 (4 ,五 ) 作 初等 行 变 换 ,那么 , 当 把 4 变 为 吕 时 ,五 就 变 为 卫 . 于 
是 就 得 到 所 求 的 可 闭 和 矩阵 也 . 








2 
例 1 设 4=|1 1 -2| 的 行 最 简 形 抢 阵 为 下 , 求 下 ,并 求 一 个 可 逆 撼 
4 -6 2 


阵 卫 ,使 P4 = 下 . 
解 把 4 用 初等 行 变换 化 成 行 最 简 形 , 即 为 正 . 但 需求 出 已 , 故 按 上 段 所 
述 , 对 (4 ,五 ) 作 初等 行 变换 把 4 化 成 行 最 简 形 , 便 同 时 得 到 下 和 卫 . 运算 如 下 : 


























,国定 
(4,E)=|1 1 -2010>2|0 -3 3 1 -20 
4 -6 2001 oo-4 4 -2 01 
9 
六 7 | 
00 0 10 -8 -3 
1 0 -1 
故 F=|0 1 -1 为 4 的 行 最 简 形 ,而 使 P4 = 下 的 可 逆 抢 阵 
00 0 
ss 
P=| 3 -2 -1!1|. 
10 -8 -3 








注 “上述 解 中 所 得 (下 ,了 ) ,可 继续 作 初 等 行 变换 r: X &,ri + Pri，rz+ ARr3， 
则 下 不 变 卫 变 .由 此 可 知 本 例 中 使 P4 = 下 的 可 逆 和 矩阵 己 不 是 惟一 的 . 








0 -2 1 
例 2 设 4=| 3 0 -2|, 证 明 4 可 道 ,并 求 4 …. 
-2 3 0 


解 如同 例 1, 初 等 行 变 换 把 (4 ,五 ) 化 成 (, 卫 ) ,其 中 王 为 4 的 行 最 简 形 . 

如 果 下 = 五 , 则 4 可逆, 并 由 P4 = 五 ,知己 =4…. 运 算 如 下 : 
0 -2 11000 
3 0 -2010 
-2 3 000 1 
nx[3 0 -201 0 3 0 -2010 
0 一 2 | 
19 46 


0 9 -402 3 0 0 


(4, 瑟 )= 








r3 t+2r2 
一 
于 





， 04 ， 











3 00 1 9% 121 00634 
20 -2 0 -8 -二 1042 中 
0 01 9 4 6 0019446 
6 3 4 
因 4~ 下 , 故 4 可 道 , 且 4-'=|4 2 3 
9 4 6 
六 二 
例 3 求解 矩阵 方程 4X = 了 ,其 中 4A=| 1 2 -2|,B=| 2 | 
0) 32 











解 ” 设 可 逆 矩 阵 PP 使 P4= 下 为 行 最 简 形 , 则 
P(4, 史 )=( 卫 ,PB)， 

因此 对 矩阵 (4 ,也 ) 作 初等 行 变换 把 4 变 为 卫 ,同时 把 号 变 为 PB. 若 下 = 五 , 则 
4 可逆, 且 了 =4-:, 这 时 所 给 方程 有 惟一 解 X= PB=A4 有. 

2 1 -3 1 -1 1 2 -2 2 0 
12 -2 2 0 0 -3 1 -3 -1! 
< 
12 -2 20 100 -4 2 
01 0 0 | 10 0 中 
00 1 -3 2 0 0 1 
可 见 4 一 已 ,因此 4 可 逆 , 且 


ri 
r2 一 2r1 
ee 
3 


(4 , 吾 ) = 














13 人 
ri 二 5 


2 
An 
73 +3r2 





环 =4 ”号 = 





-4 2 
-3 2 
即 为 所 给 方程 的 惟一 解 . 

例 2 和 例 3 是 一 种 用 初等 行 变换 求 4 或 4 了 的 方法 , 当 4 为 3 阶 或 更 
高 阶 的 矩阵 时 , 求 4 或 4 8 通常 都 用 此 方法 . 这 是 当 4 为 可 道 矩阵 时 , 求 
解 方程 4X = 有 的 方法 ( 求 4 也 就 是 求 方程 4XK = 五 的 解 ). 这 方法 就 是 把 方 
程 4X= 吾 的 增 广 矩阵 (4 ,了 8) 化 为 行 最 简 形 ,从 而 求 得 方程 的 解 . 这 与 求解 线 
性 方程 组 hx = 时 把 增 广 矩阵 (4 ,8 ) 化 为 行 最 简 形 的 方法 是 一 样 的 . 


8$2 和 矩阵 的 秩 


上 节 中 我 们 指出 ,给 定 一 个 如 x 半 矩阵 4 , 它 的 标准 形 


人 X 
下 
殉 并 
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由 数 > 完全 确定 .这 个 数 也 就 是 4 的 行 阶梯 形 中 非 零 行 的 行 数 ,这 个 数 便 是 拢 
阵 4 的 秩 . 但 由 于 这 个 数 的 惟一 性 尚未 证 明 , 因 此 下 面 用 另 一 种 说 法 给 出 矩阵 
的 秩 的 定义 . 

定义 3 在 和 思 Xi 和 矩阵 4 中 , 任 取 上 行 与 上 列 (& 委 并 魏 2) ,位 于 这 些 行 
列 交叉 处 的 怠 个 元 素 ,不 改变 它们 在 4 中 所 处 的 位 置 次 序 而 得 的 & 阶 行列 式 ， 
称 为 矩阵 4 的 & 阶 子 式 . 

MX1M 和 矩阵 4 的 & 阶 子 式 共 有 CC 个 . 

定义 4 设 在 矩阵 4 中 有 一 个 不 等 于 0 的 > 阶 子 式 , 且 所 有 >+1 阶 子 式 
(如 果 存 在 的 话 ) 全 等 于 0 ,那么 D 称 为 矩阵 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 , 数 > 称 为 矩 
阵 4 的 秩 , 记 作 R(4). 并 规定 零 矩阵 的 秩 等 于 0. 

由 行列 式 的 性 质 可 知 ,在 4 中 当 所 有 r+1 阶 子 式 全 等 于 0 时 ,所 有 高 于 r 
+1 阶 的 子 式 也 全 等 于 0, 因此 把 > 阶 非 零 子 式 称 为 最 高 阶 非 零 子 式 , 而 4 的 秩 
R(4) 就 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 . 

由 于 R(4) 是 4 的 非 零 子 式 的 最 高 阶 数 ,因此 , 若 矩 阵 4 中 有 某 个 * 阶 子 
式 不 为 0, 则 R(4) 盖 s; 若 4 中 所 有 :+ 阶 子 式 全 为 0, 则 R(4)<i 

显然 , 若 4 为 如 xz 和 矩阵 , 则 0 委 RO4) 委 minj mm ,2 

由 于 行列 式 与 其 转 置 行列 式 相 等 ,因此 4 ”的 子 式 与 4 的 子 式 对 应 相等 ， 
从 而 R(4 )=R(4A). 

对 于 ” 阶 矩 阵 4 ,由 于 4 的 2 阶 子 式 只 有 一 个 14|, 故 当 |4| 天 0 时 R(4) 
=7?2, 当 |4|=0 时 R(4)<72 .可 见 可 逆 和 矩阵 的 秩 等 于 矩阵 的 阶 数 , 不 可 逆 和 矩阵 
的 秩 小 于 和 矩阵 的 阶 数 . 因此 ,可 逆 和 矩阵 又 称 满 秩 矩 阵 ,不 可 道 矩 阵 ( 奇 异 矩 阵 ) 又 
称 降 秩 矩 阵 . 

例 4 求 矩 阵 4 和 了 召 的 秩 , 其 


了 一 忆 
3 


1 2 
过 二 
4 7 1 


2 

0 
4 = ,有 二. 
0 








-1 0 

3 1 

0 0 

0 0 0 0 
解 在 4 中 ,容易 看 出 一 个 2 阶 子 式 |， ?| ,4 的 3 阶 子 式 只 有 一 个 


141, 经 计算 可 知 |141=0, 因 此 R(4)=2. 
8 是 一 个 行 阶梯 形 矩 阵 , 其 非 零 行 有 3 行 , 即 知 吾 的 所 有 4 阶 子 式 全 为 零 . 

而 以 三 个 非 零 行 的 第 一 个 非 零 元 为 对 角 元 的 3 阶 行列 式 

2 -1 3 

0 3 -2 

0 0 14 
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是 一 个 上 三 角形 行列 式 , 它 显 然 不 等 于 0, 因 此 尽 ( 了 ) =3. 

从 本 例 可 知 ,对 于 一 般 的 矩阵 , 当 行 数 与 列 数 较 高 时 , 按 定 义 求 秩 是 很 麻烦 
的 .然而 对 于 行 阶梯 形 和 矩阵 , 它 的 秩 就 等 于 非 零 行 的 行 数 ,一 看 便 知 姐 须 计算 . 因 
此 自然 想到 用 初等 变换 把 矩阵 化 为 行 阶梯 形 和 抢 阵 ,但 两 个 等 价 和 矩阵 的 秩 是 否 相 
等 呢 ? 下 面 的 定理 对 此 作出 肯定 的 回答 . 

定理 2 若 4 一 了 8, 则 R(4)=R(B). 

证 ” 先 证 明 : 若 4 经 一 次 初等 行 变 换 变 为 吾 , 则 R4) 和 安民 (B)， 

设 RI4)=r, 且 4 的 某 个 r 阶 子 式 卫 天 0. 

当 A 二 8 或 4 所 一 8 时 ,在 号 中 总 能 找到 与 D 相对 应 的 阶 子 式 D ,由 于 D, = 
DD 或 D,=-D 或 D=AD, 因 此 也 天 0, 从 而 尽 (B) 之 r. 


当 A 二 二 及 时 ,因为 对 于 作 变 换 rr 时 结论 成 立 ,所 以 只 需 考虑 A 二 玉 这 一 特 
跌 情 形 .分 两 种 情形 讨论 :O 4 的 阶 非 零 子 式 吕 不 包含 4 的 第 工行 ,这 时 D 也 是 下 的 > 阶 
非 零 子 式 , 故 R(B)>r;@ 了 包含 4 的 第 上行 ,这 时 把 四 中 与 D 对 应 的 r 阶 子 式 D, 记 作 


产 ) 十 妇 r: 7 广 ? 
六 1 7 

也 | = =| .| 二 AR = 忆 +AD，， 
1 1 六 


若 pn=2, 则 D,=D:#F0; 若 1 尖 2, 则 D: 也 是 吾 的 r 阶 子 式 , 由 Di -AD, =D 尖 0, 知 D 与 
D， 不 同时 为 0. 总 之 ,了 3 中 存在 > 阶 非 零 子 式 D, 或 D; , 故 R(B) 之 r. 
以 上 证 明了 若 4 经 一 次 初等 行 变换 变 为 有 , 则 R(4) 委 R 民 (838). 由 于 了 吴 亦 可 经 一 次 初等 
行 变换 变 为 4 , 故 也 有 R(B) 魏 R(4). 因 此 R(4)= 尺 ( 呈 ). 
经 一 次 初等 行 变 换 矩 阵 的 秩 不 变 , 即 可 知 经 有 限 次 初等 行 变换 矩阵 的 秩 仍 不 变 ， 
设 4 经 初等 列 变换 变 为 了 , 则 .47 经 初等 行 变换 变 为 BT ,由 上 有 段 证 明知 
R(4 )=R(B7), 又 R4)=RA ),R(B)=RB7 ), 因 此 R4A)=R(B). 
总 之 , 若 4 经 有 了 眼 次 初等 变换 变 为 了 ( 即 4 一 中), 则 R(4)= 民 (了 3). 证 毕 
由 于 4 一 下 的 充分 必要 条 件 是 有 可 逆 和 矩阵 P,Q@ ,使 P40 = 吾 , 因 此 可 得 
推论 ” 若 可 道 矩阵 PP,Q@ 使 P4C = 忆 , 则 R(4)= 民 (DB). 
根据 定理 2 ,为 求 矩 阵 的 秩 , 只 要 把 矩阵 用 初等 行 变 换 变 成 行 阶梯 形 矩 阵 ， 
行 阶梯 形 矩 阵 中 非 零 行 的 行 数 即 是 该 矩阵 的 秩 ， 
3 2 0 5 0 
、 3 -2 3 6 -1! 
例 $ 设 4=|， j 5 | 
1 0 -4 一 1 4 
求 矩 阵 4 的 秩 ,并 求 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 
解 先 求 4 的 秩 , 为 此 对 4 作 初 等 行 变 换 变 成 行 阶梯 形 抢 阵 
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1 6 -4 -1! 4 
0 -4 3 1 -1 

0 1 5 -3l20|0 -12 9 7 -1 
人 

1 1 6 -4 -1 4 

0 0 -4 3 1 -1 
nl0 0 0 4 -8 0 0 0 4 -8| 
0 0 0 4 -8 0 0 0 0 0 

因为 行 阶梯 形 矩 阵 有 3 个 非 零 行 ,所 以 R(4)=3. 

再 求 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 . 因 R(4)=3, 知 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 为 3 
阶 .4 的 3 阶 子 式 共 有 C4…C; = 40 个 ,要 从 40 个 子 式 中 找 出 一 个 非 零 子 式 , 是 
比较 麻烦 的 .考察 4 的 行 阶梯 形 矩 阵 , 记 4 = (al ,az,as,as,as), 则 和 矩阵 4 = 
(ai ,az,a4) 的 行 阶 梯形 矩阵 为 


1 6 -1 
0 -4 1 
0 0 4 
0 0 0 


知 R4o)=3, 故 4 中 必 有 3 阶 非 零 子 式 .4。 的 3 阶 子 式 有 4 个 ,在 4。o 的 4 
个 3 阶 子 式 中 找 一 个 非 零 子 式 比 在 4 中 找 非 零 子 式 要 方便 许多 . 今 计算 4。 的 
前 三 行 构成 的 子 式 














3 2 3 3 己 
6 1 
3 -2 060|=|l6 0 1 -= -了 | |， 
2 0 3 2c0 5 
因此 这 个 子 式 便 是 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 ， 
1 一 2 2 一 尘 1 
| 2 -4 8 0| | 
3 一 6 0 -6 4 


求 矩 阵 4 及 和 矩阵 如 = (4 ,5) 的 秩 . 

解 对 号 作 初 等 行 变换 变 为 行 阶梯 形 矩 阵 , 设 中 的 行 阶梯 形 矩 阵 为 吾 = 
(4,)), 则 4 就 是 4 的 行 阶梯 形 矩 阵 , 故 从 五 =(4,5) 中 可 同时 看 出 R(4) 及 
尺 ( 吾 ) . 
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人 
人 司 2 0 0 4 ?200 
0 
下 0 

人 证 二 | 

0 02 10a|0 02 41 0 

0 00 05 oo0 01 

0 00 001 0 0 0 0 0 

天 此， R(4)=2,R(B)=3. 


从 和 气 阵 中 的 行 阶梯 形 矩 阵 可 知 , 本 例 中 的 4 与 少 所 对 应 的 线性 方程 组 
4x = 是 无 解 的 ,这 是 因为 行 阶梯 形 和 矩阵 的 第 3 行 表 示 矛 盾 方 程 0= 1. 


1 2 1 
了 








已 知 R(4)=2, 求 1 与 w 的 值 . 

1 2 -1! 1 
0 -4 +3 -14 
0 一 4 8 人 -5 


1 2 -1i 1 
0 -4 1+3 -4 
0 0 5-) wp-l 


SS 一 =0， 和 人 三 3， 
| 
AL=0， 关 =1|. 
下 面 讨 论 抢 阵 的 秩 的 性 质 . 前 面 我 们 已 经 提出 了 和 矩阵 秩 的 一 些 最 基本 的 性 
质 , 归 纳 起 来 有 : 
中 0 委 R(4x) 委 min|m ,zl|; 
@R(4 )=R(4); 
四 若 4~ 下 , 则 R(4)=R(B); 
曲 若 PC 可 逆 , 则 R(P4C)=R(4). 
下 面 再 介绍 几 个 常用 的 矩阵 秩 的 性 质 : 
@ maxfR(4),R( 了 8) 魏 RO4,B) 魏 RCA)+R()， 
特别 地 , 当 吾 = 刀 为 非 零 列 向 量 时 ,有 
R(4) 委 R(4,)) 委 RO4A)+1. 
证 因为 4 的 最 高 阶 非 零 子 式 总 是 (4 ,有 员 ) 的 非 零 子 式 , 所 以 R(4) 委 
R(4,B). 同 理 有 R(B) 和 R(4,B). 两 式 合 起 来 , 即 为 
max|lR(4),R(B) 魏 R4A,B). 


Le ra 一 上 
解 入 2 1 3 2 
3 一 5 














因 R(4)=2, 故 
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设 R(A)=y,R(B)=! 把 4 和 巨 分 别 作 列 变换 化 为 列 阶 梯形 友和 庆 , 则 
和 和 声 中 分 别 含 * 个 和 ; 个 非 零 列 , 故 可 设 


4 一 和 =( 00,…,0),B 一 百 = (5 ,5 ,0,…,0)， 


从 而 (4,B) 一 (入 ,在 )， 
由 于 (4 , 互 ) 中 只 含 >+z 上 个 非 零 列 ,因此 R(4, 互 ) 委 rr+t 而 R(4A,B)= 
R(4 ,号 ), 故 RO4A,B) 委 -+t，, 即 
R(4, 有 ) 委 R(4A)+ 尺 ( 瑟 ). 
@R(4+ 了 B) 委 R(4)+ 民 (有 ). 
证 无 妨 设 4.B 为 如 xz 矩阵 .对 矩阵 (4+ 呈 , 呈 ) 作 列 变换 c, -ci(i= 
1,……，,7), 即 得 


(4+ 且 ,B) 一 (4A,B)， 
于 是 R(4A+ 有 ) 和 R(4+ 了 ,B)=R4,B) 魏 R(4)+ 尺 ( 刀 ). 
后 面 我 们 还 要 介绍 两 条 常用 的 性 质 , 现 先 罗 列 于 下 : 
@ R(C4B) 委 miniR(4),R(B).( 见 下 节 定 理 7) 
图 车 4 ,B =O, 则 RG4A)+R(B) 委 7 ( 见 下 章 例 13) 
例 8 设 4 为 2 阶 和 矩阵, 证 明 尺 (4+ 马 )+ 民 (4 一 五 ) 之 半 . 
证 因 (4+)+( 正 -4)=2 丈 ,由 性 质 6, 有 
R(4A+ 巨 )+ 尺 ( 巨 一 4) 之 尺 (2 五 )=7， 
而 RE-4)=R(4A- 互 ), 所 以 
R(4+)+ 有 (4 一 下 ) 密 . 
例 9 证 明 : 若 4 ,B,=C, 且 R4)=7 则 R(B)=RCC). 


证 因 R(4)= ", 知 4 的 行 最 简 形 算 阵 为 { 。 ,并 有 力 阶 可 逆 矩 阵 


P, 使 PA=| 。 .于 是 
O 


卫 ， 且 
PC= PaB=| je=| | 
O O 


由 矩阵 秩 的 性 质 4, 知 RUC) = R(PC) ,而 R[oj= RCB), 改 


RCC)= 尺 (B). 

本 例 中 的 矩阵 4 的 秩 等 于 它 的 列 数 ,这 样 的 矩阵 称 为 列 满 秩 抢 阵 . 当 和 
为 方 阵 时 , 列 满 秩 矩阵 就 成 为 满 秩 矩阵 ,也 就 是 可 逆 和 矩阵 . 因此 ,本 例 的 结论 当 
4 为 方 阵 这 一 特殊 情形 时 就 是 矩阵 秩 的 性 质 4. 

本 例 另 一 种 重要 的 特殊 情形 是 C= 0 ,这 时 结论 为 

。 7T0 ， 


这 是 因为 , 按 本 例 的 结论 ,这 时 有 R(B)=0, 故 中 =O. 这 一 结论 通常 称 为 
矩阵 乘法 的 消去 律 . 


8$3 线性 方程 组 的 解 


设 有 2 个 未 知 数 zm 个 方程 的 线性 方程 组 
QZI 二 QZ2 十 十 QZn 三 Di 
QZ1i 十 Q22Z2 十 十 Qaonzn 二 02， (3) 
QnlZI 十 Gon2Z2 十 十 Go 二 DOn， 
(3) 式 可 以 写成 以 向 量 x 为 未 知 元 的 向 量 方程 
A4x = 了 ， 《4 ) 
第 二 章 中 已 经 说 明 ,线性 方程 组 (3) 与 向 量 方程 (4) 将 混同 使 用 而 不 加 区 分 , 解 与 
解 向 量 的 名 称 亦 不 加 区 别 . 
线性 方程 组 (3) 如 果 有 解 ,就 称 它 是 相 容 的 ,如 果 无 解 ,就 称 它 不 相 容 .利用 
系数 和 抢 阵 4 和 增 广 矩阵 召 =(4,D) 的 秩 , 可 以 方便 地 讨论 线性 方程 组 是 否 有 解 
( 即 是 否 相 容 ) 以 及 有 解 时 解 是 否 惟一 等 问题 ,其 结论 是 : 
定理 3 7 元 线性 方程 组 4x= 
(i) 无 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)<RC4A,D); 
(ii) 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)=RL4,D)= zi 
(ii) 有 无 限 多 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)=R(4,D)<7. 
证 ”只 需 证 明 条 件 的 充分 性 ,因为 (D),(ii,(ii) 中 条 件 的 必要 性 依次 是 (ii) 
(ii), (DCiii), (Goi 中 条 件 的 充分 性 的 逆 否 命题 . 
设 R(4)=r. 为 叙述 方便 ,无妨 设 =(4 ,5) 的 行 最 简 形 为 


工 位 天 0 2 … ov-， di 
0 1 … 0 pb 0 di 
画 = 0 0 人 1 O- 人 人 二 Cd . 
0 0 … 0 0 0 局 
0 0 … 0 0 … 0 0 
0 0 0 0 0 0 


(车 R4A)<R(B), 则 互 中 的 4 =1, 于 是 吾 的 第 ~r+1 行 对 应 矛盾 方 
程 0=1, 故 方程 (4) 无 解 . 
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(i 若 R4)=R(B)=r-=7m, 则 巨 中 的 4 =0( 或 di 不 出 现 ), 且 乌 都 
不 出 现 ,于 是 五 对 应 方程 组 


ZI=di， 
T2=d， 
2 二 d， 


故 方程 (4) 有 惟一 解 . 
(iii) 若 R4)=RB)=r<za, 则 互 中 的 wd ,=0( 或 d .不 出 现 ), 瑟 对 应 
方程 组 


站 1 一 一 人 rr 一 Dr 二 Ci， 
Z2 三 一 br 一 一 Or 二 da， (5) 
沁 )， 一 一 六 Zr+l 二 十 好 ， 
令 自 由 未 知 数 zi = ci,zuv= cv-， 即 得 方程 (4) 的 含 ” - > 个 参数 的 解 
民 ! 人 
志 r 一 Dec 站 
过 r+T 下 C1 
相生 CC 
光 1 一 心 ) 站 生生 2 
习 r 一 一 下 一 靖 d. 
即 = Ci 1: 二 二 c， 十 (6) 
之 r+1l 1 0 0 
工 ， 0 1 0 
由 于 参数 c, ,…,c,-, 可 任意 取 值 , 故 方程 (4) 有 无 限 多 个 解 . . 证 毕 


当 R(4)=R(B)=r<za 时 ,由 于 含 ”- -个 参数 的 解 (6) 可 表示 线性 方程 
组 (5) 的 任 一 解 ,从 而 也 可 表示 线性 方程 组 (3) 的 任 一 解 ,因此 解 (6) 称 为 线性 方 
程 组 (3) 的 通 解 . 
定理 3 的 证 明 过 程 给 出 了 求解 线性 方程 组 的 步骤 ,这 个 步骤 在 第 一 节 的 引 
例 中 也 已 显示 了 出 来 , 现 将 它 归 纳 如 下 : 
(iD 对 于 非 齐 次 线性 方程 组 ,把 它 的 增 广 和 矩阵 吾 化 成 行 阶梯 形 ,从 召 的 行 
阶梯 形 可 同时 看 出 R(4) 和 民 ( 吾 ). 若 R(4)<R( 了), 则 方程 组 无 解 . 
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(i) 若 R4)=R(B), 则 进一步 把 如 化 成 行 最 简 形 . 而 对 于 齐 次 线性 方程 
组 , 则 把 系数 矩阵 4 化 成 行 最 简 形 . 
(ii) 设 R4)=R(B)=r, 把 行 最 简 形 中 > 个 非 零 行 的 非 零 首 元 所 对 应 的 
未 知 数 取 作 非 自由 未 知 数 ,其 余 ” - r 个 未 知 数 取 作 自 由 未 知 数 , 并 令 自 由 未 知 
数 分 别 等 于 ci ,c;，…,c, -，, 由 下 (或 4) 的 行 最 简 形 , 即 可 写 出 含 ” - r 个 参数 
的 通 解 . 
例 10 求解 齐 次 线性 方程 组 
Zi 十 27z+2z3+ 2 三 0， 
上 2 一 2734 一 27:=0， 
2z1 一 2 一 4z3i 一 3z4=0. 
解 ”对 系数 矩阵 4 施行 初等 行 变换 变 为 行 最 简 形 矩阵 
二 1 2 2 1 
2 1 -2 -2 0 -3 -6 -4 
1 -1 -4 -3 0 -3 -6 -4 


一 2r1 
ee 
23 


帮 三 











1 2 2 1! 二 2 


“2 


3 
23 72 
(-3) 0 1 2 酌 0 1 2 了 | 
0 


人 00 0 
即 得 与 原 方程 组 同 解 的 方程 组 
1 一 223 -与 z。 =0 
2 十 2073 十 子 z =0， 
由 此 即 得 
Zi 三 273 + 与 z。 
(zs,zs 可 任意 取 值 ). 
273 一 可 s 


令 zi = czi= ca, 把 它 写 成 通常 的 参数 形式 


之 丰 一 25i 二 本 呈 


仑 2 一 三 双 梧 -与 cz， 


这 3 一 C1， 


。73 ， 


其 中 ci,c: 为 任意 实数 ,或 写成 向 量 形式 


4 
2ci 十 三 (C 
泛 1 3 
尼 2 2 ， 才 
二 0 {1 一 一 < 
二 1 3 2 二 Cl 
之 3 
C1 
尼 4 
C2 


例 11 求解 非 齐 次 线性 方程 组 
Z1 一 27) 十 373 
3zl 一 Za + 5 
271 十 2 十 273 
解 ”对 增 广 矩 阵 中 施行 初等 行 变换 
一 2 
有 =|3 -1 5 
2 1 2 
= 忆 
3 
5$ 
一 2 
$ 
.0 
可 见 R(4)=2,R(B)=3, 故 方程 组 无 解 . 
例 12 求解 非 齐 次 线性 方程 组 


肯 一 371 
一 一 


73 -2 


73 ~ rr 


已 二 一 一 王 一 


二 二 
37z1 一 Zi 一 3z3+47z4:=4， 
一 8z:=0. 


ZI 十 9z 一 973 
1 1 一 3 
解 刀 ?=|3 -1 -3 


1 5 一 9， 


1 1 
r2 -3 
0 一 4 
0 4 


3 
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二 二 
二 3 二 25 


二 2 人 一 3. 


呈 光 | 
= 治 
一 2 
3 一 1 
一 4 0 
一 4 0 
3 二 才 
= 和 0 
0 0 


-1 1 
4 4 
-8 0 
-3 -1! 
6 7 
-6 -7 


1 
一 














1 1I -3 一 1 1 
+ 3 7 1 
| 
0 0 0 0 0 
3 3 S$ 
0 
二 卫 3 了 1 | ， 
人 
0 0 0 0 0 
3 3 5$ 
Zi 二 也 Z3 可 74 了 可， 
3 7 1 
即 得 Z2 二 万 Z3 十 下 T4 一 可 ， 
它 3 一 之 3 
光 4 一 叱 4 
了 二 了 
1 2 4 4 
并 3 7 1 
汞 即 。 =c| 训 |+cz| 下 +| 一 下 (ccz 和 了 R)， 
记 3 
1 0 0 
涝 4 
0 1 0 
例 13 设 有 线性 方程 组 
(1+4)2i 十 并 +xz3 三 0， 
Zi+(1+A)z， +23=3， 
尼 1 +Z2+(1+A)Z3 一 X， 
问 取 何 值 时 ,此 方程 组 (1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 跟 多 个 解 ? 并 在 有 无 
限 多 解 时 求 其 通 解 . 
解法 1 对 增 广 短 阵 有 = (A，, 咏 作 初等 行 变换 把 它 变 为 行 阶梯 形 短 阵 ,有 
1+A 1 工 0 1 工 1+A ANA 
B=| 1 1+h 1 3| 二 -| 1 1+ 1 3 
1 1 1+A A 1+1 .1 1 0 
1 1 1+A “AS 
4/ 一 人 3 一 人 
0 -1 -AhA(2+)) -24(1+A1) 





1 1 这 ， 
了 二 |0 A | “2 
0 0 


-AL3+A) (LI-A)(3+A) 
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(1) 当天 0 且 和 关 -3 时 ,R(4)=R(B)=3, 方 程 组 有 惟一 解 ; 
(2) 当 和 =0 时 ,R(4)=1,R(B)=2, 方 程 组 无 解 ; 

(3) 当 M= -3 时 ,R(4A)=R(B)=2, 方 程 组 有 无 限 多 个 解 ， 
这 时 

1 1 -2 -3 
0 -3 3 6 
0 0 0 0 


1 0 一 一 六 
下 5 


汪 








00 0 0 
由 此 便 得 通 解 


ZE 外 5 
| 二 河 (3 可 任意 取 值 )， 


灾 2 一 .3 


之 1 
即 E 


过 3 


1 一 上 
1 二 2 
1 0 
解法 2 因 系 数 矩 阵 4 为 方 阵 , 故 方程 有 惟一 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 行 


列 式 14 | 天 0. 而 


十 (cEG 了 下). 


一 并 


























1+1 1 1 1 1 1 1 1 1 
I4I|=| 1 1+1 1 |1=(3+h)|1 1+ 1 |1=(3+a)10 4 0 
1 1 1+ 1 0 0 
=(3+A) 2 ， 
因此 ,当天 0 且 天 -3 时 ,方程 组 有 惟一 解 ， 
当 )=0 时 
1110I (1110 
ss 
1110j oo000 
知 R(4)=1,R(B)=2, 故 方程 组 无 解 . 
当 =--3 时 


1 
二 二 | 让 < 下 “于 5 
1 1 -2 -3j oo 0 0 
知 R(4)= R(B)=2, 故 方程 组 有 无 限 多 个 解 , 且 通 解 为 
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冯 过 1 | 





这 1 


1 坝 | 
3 ] 0) 
比较 解法 1 与 解法 2, 显 见解 法 2 较 简单 .但 解法 2 的 方法 只 适用 于 系数 矩 
阵 为 方 阵 的 情形 . 
对 含 参数 的 矩阵 作 初 等 变换 时 ,例如 在 本 例 中 对 矩阵 3 作 初 等 变换 时 ,由 


于 1+1,)+ 3 等 因 式 可 以 等 于 0, 故 不 宜 做 诸如 m: - 


rm (+3) 这 样 的 变换 .如 果 作 了 这 种 变换 , 则 需 对 +1=0( 或 +3=0) 的 情 
形 另 作 讨论 .因此 ,对 含 参数 的 矩阵 作 初等 变换 较 不 方便 . 

由 定理 3 容易 得 出 线性 方程 组 理论 中 两 个 最 基本 的 定理 ,这 就 是 

定理 4 z 元 齐 次 线性 方程 组 hx =0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)< 7m， 

定理 5 线性 方程 组 hx = 8 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= 忆 (4,D). 

显然 ,定理 4 是 定理 3(ii) 的 特殊 情形 ,而 定理 5 就 是 定理 3(i) . 

为 了 下 一 章 论 述 的 需要 ,下面 把 定理 $ 推广 到 抢 阵 方程 . 

定理 6 和 矩阵 方程 4AX= 员 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4)=RC4,B). 

证 设 4 为 xz 和 抢 阵 ,如 为 mx 和 矩阵 , 则 天 为 2x7 矩阵 .把 筷 和 吾 按 
列 分 块 , 记 为 


(cE 了 有 ). 


2 | 二 CC 











ri 7 X(A+1)， 





发 =(xiyxa 和 00) 有 =(D ,Di)， 
则 矩阵 方程 4X= 吾 等 价 于 ! 个 向 量 方程 
Ax = 厂 (=1,2，…，7). 
又 , 设 R4)=r, 且 4 的 行 最 简 形 为 4, 则 4 有 r 个 非 零 行 , 且 4 的 后 
7 -7 行 全 为 零 行 . 再 设 
(4A, 吾 )=(4A ,5 有 ) 一 (让 ,六 ,5)， 


从 而 (4 ，) 一 (让 及)(=1,2，…，1). 
由 上 述 讨论 并 依据 定理 5 ,可 得 
4X = 中 有 解 后 4x =D 有 解 (=1,2, 7) 
多 R(4A,D)=RA)G=1,2,…,1) 
兮 六 的 后 mm - r 个 元 全 为 零 (1 =1,2,…，,7) 
命 ( 轴 ,5 ,… ,有 ) 的 后 jz 一 ， 行 全 为 零 行 
今 R(4,8)=7=R(4)， 
利用 定理 6, 容 易 得 出 矩阵 的 秩 的 性 质 7, 即 
定理 7 设 4B=C, 则 RCC) 委 min|R(4),R(B) 
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证 因 4B=C, 知 矩阵 方程 4AX=C 有 解 和 = 下 ,于 是 据 定理 6 有 尺 (4.) = 
RC4,C). 而 RCC) 和 RC4,C), 因 此 RCC) 魏 RC4). 

又 了 4 =C ,由 上 段 证 明知 有 RCCT) 委 R(B7), 即 ROC) 委 R(B)， 

综合 便 得 R(CC) 委 min{RG4),R(B)1 

定理 6 和 7 的 应 用 ,我 们 在 下 一 章 中 讨论 ， 


习 题 三 


1. 用 初等 行 变 换 把 下 列 矩阵 化 为 行 最 简 形 矩 阵 : 

















102 -1 0 2 -3 1 
(1) |2 0 3 1 | ; (2) |0 3 -4 | 
304 3 0 4 -7 -1 
1 -13 -4 3 2 3 1 -3 -7 
3 -353 -4 1 1 20 -2 -4 
(3) 4 《4) 
2 -23 -2 0 3 -28 3 0 
3 -3 4 -2 -1! 2 -37 4 3 
123 4 
2. 设 4=|2 3 4 5|, 求 一 个 可 道 和 矩阵 已 ,使 P4 为 行 最 简 形 . 
5 43 2 
3. 设 4=( 3 ， 小 
2 -1 1 


(1) 求 可 逆 和 矩阵 已 ,使 P4 为 行 最 简 形 ; 

(2) 求 一 个 可 逆 矩 阵 @ ,使 0Q4 ”为 行 最 简 形 ， 

4. 试 利用 矩阵 的 初等 变换 , 求 下 列 方 阵 的 逆 阵 : 
3 -2 0 -1 


























3 2 1 
(1) |3 上 5 | 
， 1 -2 -3 -2| 
3 2 3 
0 1 2 1 
4 1 -2 1 -3 
5. (1) 设 4=|12 2 1|,B=|2 2|, 求 使 4X= 卫 3; 
3 1 -1! 3 -1! 
0 2 1! 
1 2 3 
(2) 设 4A=| 2 -1 3 .8={ ] ,来 x 使 x4 = 
2 -3 1 
-3 3 -4 
1 -1 0 
6. 设 4=| 0 1 -1|,4X=2X+A, 求 大. 
-1 0 1 








7. 在 秩 是 r 的 矩阵 中 ,有 没有 等 于 0 的 ~- 1 阶 子 式 ? 有 没有 等 于 0 的 - 阶 子 式 ? 
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8. 从 和 抢 阵 4 中 划 去 一 行 得 到 和 矩阵 3 , 问 4 ,3 的 秩 的 关系 怎样 ? 

9. 求 作 一 个 秩 是 4 的 方 阵 , 它 的 两 个 行 向 量 是 
(1,0,1,0,0),(1,-1,0,0,0). 

10. 求 下 列 矩 阵 的 秩 ,并 求 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 : 


3 1 0 2 
(1) |1 =1 2 -1 (2) 
1 3 -4 4 
2 1 8 3 7 
2 -3 0 7 -5 
(3) ， 
3 -2 5 8 0 
1 0 3 2 0 


11. 设 4,B 都 是 六 xn 和 矩阵 ,证 明 4 一 呈 的 充分 必要 条 件 是 R(4)= 民 (了 ). 


12. 设 4 = 
问 & 为 何 值 , 可 使 
(1) RCA)=1; (2) R(4)=2; 


13. 求解 下 列 齐 次 线性 方程 组 : 
Zi+ zz+223 一 T4 三 0， 

(1)42zi+ zt+ zi 一 4 三 0， 
2z1+2z 二 + 2Z3 +2z4=0; 
2zi+3z 一 xz 一 7z4=0， 

3) 3zi+ zi+2z3 一 7z4=0， 
427i+ za 一 373+674=10， 
Zi 一 27:+Sz3 一 S7z4 三 0; 

14. 求解 下 列 非 齐 次 线性 方程 组 : 
4zi+2z 一 2 一 2， 

(1)<4 37zi 一 x+2zi=10， 
11zi +3z， =8，; 


2z+ yy- z+ 凤 =1， 
(3) 上-orera 
27+ yy 一 z 一 好 三 ]; 


15. 写 出 一 个 以 


3 人 二 过 让 3 
2 一 1 3 1 一 3|; 
7 0 535 -1 -8 


1 -2 34 
一 2 一 3 9 

&R 一 2 3 
(3) R(4)=3. 


Zi+ 2z+xza 一 zi4=0， 
(2) 43zi + 6zz -za 一 3zi=0， 
Szi+10z，, +xz3is 一 Szy=0; 
3zi+ 4zz- Sxzi+ 7z4=0， 
271 一 3zz+ 3zi 一 2z4=0， 
4zi +1l1tizr 一 13z3s 十 16z4=0， 


了 一 27z3 十 辫 3 十 3xz4 =0. 


27z+3y+ zx= 14， 
Zr-2y+4z= 一 5$， 
3z+8y-2z= 13， 
47z 一 y+9zx= 一 0; 
27z+ yy 一 x+ 线 = 1， 
oo- zx 一 3mw= 4， 


并 十 4y 一 3z+5zw= 一 2. 


2 一 沁 
中 
0 
0 1 


(2) 
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-为 通 解 的 齐 次 线性 方程 组 . . 
16. 4 取 何 值 时 , 非 齐 次 线性 方程 组 
Azli+T zz + 23=1， 
| 1 十 Ar， 十 3 二 人 ， 
Ti + Za 二 AZ 一 12 
(1) 有 惟一 解 ;(2) 无 解 ;(3) 有 无 穷 多 个 解 ? 
17. 非 齐 次 线性 方程 组 
-2zi+ zz+ 23 = 一 2， 
| TI 一 2z+ = 和 ， 
zit+t zy 一 223= 23 


当 》 取 何 值 时 有 解 ? 并 求 出 它 的 通 解 


(2 一 入 )zi 十 2z， 一 2xz3 = 1 ， 
18. 设 2z +(S 一 和)za 一 4z3 三 2 
一 22 一 4z+(S-A)z = 一 人 一 1 


问 ) 为 何 值 时 ,此 方程 组 有 惟一 解 .无 解 或 有 无 穷 多 解 ? 并 在 有 无 穷 多 解 时 求 其 通 解 . 
19. 证 明 R(4)=1 的 充分 必要 条 件 是 存在 非 零 列 向 量 a 及 非 零 行 向 重 六 ,使 4= ab . 
20. 设 4 为 列 满 秩 矩阵 ,4B = C ,证 明 线性 方程 Bx =0 与 Cx =0 同 解 
21. 设 4 为 靖 xi 矩阵, 证明 
方程 4X= 五 。 有 解 的 充分 必要 条 件 是 忆 (4)= 壮 ， 
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第 四 章 
问 量 组 的 线性 相关 性 


$1 向 量 组 及 其 线性 组 合 


第 二 章 中 我 们 已 经 介绍 过 向 量 的 概念 , 现 再 锋 述 如 下 

定义 1 ， 个 有 次 序 的 数 wsi ,ax,…,a, 所 组 成 的 数组 称 为 ” 维 向 量 ,这 ) 
个 数 称 为 该 向 量 的 个 分 量 ,第 ; 个 数 w 称 为 第 ; 个 分 量 . 

分 量 全 为 实数 的 向 量 称 为 实 向 量 ,分量 为 复数 的 向 量 称 为 复 向 量 .本 书 中 除 
特别 指明 者 外 ,一 般 只 讨论 实 向 量 ， 

% 维 向 量 可 写成 一 行 ,也 可 写成 一 列 . 按 第 二 章 中 的 规定 ,分 别称 为 行 向 量 
和 列 向 量 , 也 就 是 行 矩阵 和 列 矩 阵 ,并 规定 行 向 量 与 列 向 量 都 按 矩 阵 的 运算 规则 
进行 运算 .因此 ,mw 维 列 向 量 


与 2” 维 行 问 量 
Q@ =(alyay，…a，) 

总 看 做 是 两 个 不 同 的 向 量 ( 按 定义 1,a 与 a` 应 是 同一 个 向 量 ). 

本 书 中 , 列 向 量 用 黑体 小 写字 母 ae,b ,wx ,8 等 表示 , 行 向 量 则 用 aa , 久 ,a-， 
太 等 表示 .所 讨论 的 向 量 在 没有 指明 是 行 向 量 还 是 列 向 量 时 ,都 当 作 列 向 量 . 

在 解析 几何 中 ,我 们 把 “ 既 有 大 小 又 有 方向 的 量 " 叫 做 向 量 ,并 把 可 随意 平行 
移动 的 有 向 线段 作为 向 量 的 几何 形象 .在 引进 坐标 系 以 后 ,这 种 向 量 就 有 了 坐标 
表示 式 一 一 三 个 有 次 序 的 实数 ,也 就 是 本 书 中 的 3 维 向 量 . 因 此 , 当 2 委 3 时 ,> 
维 向 县 可 以 把 有 向 线段 作为 几何 形象 ,但 当 ?>3 时 ,?” 维 向 量 就 不 再 有 这 种 几 
何 形象 ,只 是 沿用 一 些 几 何 术 语 罢 了 . 

几何 中 "空间 "通常 是 作为 点 的 集合 , 即 作为 “空间 "的 元 素 是 点 ,这 样 的 空 
间 叫 做 点 空间 .我 们 把 3 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 

了 =|r=(zyyz) zyzE 取 | 
到 和 


叫做 三 维 向 量 空间 .在 点 空间 取 定 坐标 系 以 后 ,空间 中 的 点 P(z,y,z) 与 3 维 向 
量 r=(z,y,z) 之 间 有 一 一 对 应 的 关系 ,因此 ,向 量 空 间 可 以 类 比 为 取 定 了 坐 
标 系 的 点 空间 .在 讨论 向 量 的 运算 时 ,我们 把 向 量 看 作 有 向 线段 ;在 讨论 向 量 集 
时 , 则 把 向 量 > 看 作 以 r 为 向 径 的 点 已 ,从 而 把 点 已 的 轨迹 作为 向 量 集 的 图 形 . 
例如 点 集 
五 = 1P(z,y,z)|aer+py+cz= 过 | 
是 一 个 平面 (ea ,p，,c 不 全 为 0) ,于 是 向 量 集 
Ir=(z,y,z)7 larz+py+cz=d| 

也 叫做 向 量 空 间 及 ' 中 的 平面 ,并 把 五 作为 它 的 图 形 . 

类 似 地 ,” 维 向 量 的 全 体 所 组 成 的 集合 

展 " =|xz=(ziyz |zyzyEE 耻 | 

叫做 ” 维 向 量 空间 . 2 维 向 量 的 集合 

aa +azy 二 二 az 三 训 | 
叫做 维 向 量 空间 及 " 中 的 -1 维 超 平面 . 

若干 个 同 维 数 的 列 向 量 (或 同 维 数 的 行 向 量 ) 所 组 成 的 集合 叫做 向 重组 . 例 
如 一 个 轨 xz 矩阵 的 全 体 列 向 量 是 一 个 含 z 个 产 维 列 向 量 的 向 量 组 , 它 的 全 体 
行 向 量 是 一 个 含 mm 个 ” 维 行 向 重 的 向 量 组 . 又 如 线性 方程 Auxvx =0 的 全 体 解 
当 R(4)<7 时 是 一 个 含 无 限 多 个 ” 维 列 向 量 的 向 量 组 . 

下 面 我 们 先 讨论 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 ,以 后 再 把 讨论 的 结果 推广 到 含 
无 限 多 个 向 量 的 向 量 组 ， 

矩阵 的 列 向 量 组 和 行 向 量 组 都 是 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 ;反之 ,一 个 含有 
限 个 向 量 的 向 量 组 总 可 以 构成 一 个 矩阵 . 例如 

2 个 ?” 维 列 向 量 所 组 成 的 向 量 组 4A:ai,az,…，,aw 构成 一 个 zx 到 矩阵 

4A=(al, aa，); 
mm 个 二 维 行 向 量 所 组 成 的 向 量 组 了 :有 7 , 肛 ，…，p7 ,构成 一 个 加 xm 矩阵 
及 
B=| . 

请 

总 之 ,含有 限 个 向 量 的 有 序 向 量 组 可 以 与 矩阵 一 一 对 应 ， 

定义 2 给 定向 量 组 A :ai,a,…，,a， 对 于 任何 一 组 实数 如,&z ，…,An， 
表达 式 

Ra 十 有 zaQ2z 十 … 十 天 Qnm 
称 为 向 量 组 A 的 一 个 线性 组 合 , ,ks ,，… ,有 。 称 为 这 个 线性 组 合 的 系数 ， 
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给 定向 量 组 A :ai ,a:,…，,a。， 和 向 量 训 ,如 果 存 在 一 组 数 X, ,1;，…,。 ,使 
忆 三 人 4 太 0 
则 向 量 少 是 向 量 组 A 的 线性 组 合 , 这 时 称 向 量 了 少 能 由 向 量 组 A 线性 表示 . 
罗 本 b 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ,也 就 是 方程 组 
Ziali 二 Za 十 … 十 Tva 二 六 
有 解 .由 上 章 定 理 $, 立 即 可 得 
定理 1 向 量 少 能 由 向 量 组 4:al,a:,…,a， 线 性 表示 的 充分 必要 条 件 是 
和 矩阵 4 = (ai,a,…,a ) 的 秩 等 于 矩阵 员 = (al,a:,…,awv 5) 的 秩 ， 
定义 3 设 有 两 个 向 量 组 A:al,a;,，…，,a, 及 B:D),pD,…，,1, 若 已 组 中 的 
每 个 向 量 都 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 则 称 向 量 组 中 能 由 向 重组 A 线性 表示 .车 
向 量 组 A 与 向 量 组 日 能 相互 线性 表示 , 则 称 这 两 个 向 量 组 等 价 . 
把 向 量 组 A 和 如 所 构成 的 矩阵 依次 记 作 4 = (aaz,…,aw) 和 下 =(Db， 
六 ,及 ), 有 组 能 由 A 组 线性 表示 , 即 对 每 个 向 量 六 () = 1,2,…,!) 存 在 数 
4 Ra 使 


尼 1 
有 As 
已 =iat 二 AQ 十 入 十 友 niQn 一 (ayaa 0 ) 5 9 
尼 A 
色 ii 忆 i2 氏 i 


从 而 (Di Di 一 (aya 0，) 


尺 1 RD ee 尼 
这 里 ,和 矩阵 玉 。x, = (Ar) 称 为 这 一 线性 表示 的 系数 矩阵 . 
由 此 可 知 , 知 Cux,=4。xBx， 则 和 矩阵 C 的 列 向 量 组 能 虫 矩 阵 4 的 列 向 
量 组 线性 表示 , 吾 为 这 一 表示 的 系数 矩阵: 


oil Di see 六 1 
2 B 
(clyca mc)=(aly ay 0) 1 


pb Da wo 
同时 ,C 的 行 向 量 组 能 由 豆 的 行 向 量 组 线性 表示 ,4 为 这 一 表示 的 系数 矩阵 : 


7 QI 2Q1z Q&1: 及 
72 |aa az ”  Qa p2 

工 了 
和 学 六 Coal Cn2 Ci 记 ， 


。&3 ， 


设 矩 阵 4 与 品行 等 价 , 即 矩阵 4 经 初等 行 变 换 变 成 矩阵 吾 , 则 吾 的 每 个 行 
向 量 都 是 4 的 行 向 量 组 的 线性 组 合 , 即 互 的 行 向 量 组 能 由 4 的 行 向 量 组 线性 
表示 .由 于 初等 变换 可 逆 , 知 矩 阵 如 亦 可 经 初等 行 变换 变 为 4 ,从 而 4 的 行 向 量 
组 也 能 由 吕 的 行 向 量 组 线性 表示 .于 是 4 的 行 向 量 组 与 号 的 行 向 量 组 等 价 . 

类 似 可 知 , 若 矩阵 4 与 马列 等 价 , 则 4 的 列 向 量 组 与 吾 的 列 向 量 组 等 价 . 

向 量 组 的 线性 组 合 .线性 表示 及 等 价 等 概念 ,也 可 移 用 于 线性 方程 组 :对 方 
程 组 A 的 各 个 方程 作 线性 运算 所 得 到 的 一 个 方程 就 称 为 方程 组 A 的 一 个 线性 
组 合 ; 若 方程 组 B 的 每 个 方程 都 是 方程 组 A 的 线性 组 合 ,就 称 方程 组 电能 由 方 
程 组 4 线性 表示 ,这 时 方程 组 4A 的 解 一 定 是 方程 组 如 的 解 ; 若 方程 组 A 与 方程 
组 日 能 相互 线性 表示 ,就 称 这 两 个 方程 组 可 互 推 , 可 互 推 的 线性 方程 组 一 定 
同 解 . 

按 定义 3, 向 量 组 中 : 思 ,b ,2 能 由 向 重组 4A:al,a,…,a。 线性 表示 ， 
其 含义 是 存在 矩阵 玉 ,xy， 使 (5 ,2 )=(al，…aw) 政 ,也 就 是 矩阵 方程 

(ai ad ) 瑟 =( Di,D Di) 

有 解 .由 上 章 定 理 6, 立 即 可 得 

定理 2 向 量 组 8B: ,5 ,…，,b 能 由 向 量 组 4A:ai,az,…，,aw 线性 表示 的 
充分 必要 条 件 是 矩阵 4 = (al,a:,…,aw) 的 秩 等 于 和 矩阵 (4 ,也 ) = (ai ，…an， 
六 ,2 ) 的 秩 , 即 R(4)=RO4,B). 

推论 ”向量 组 A:al,a:,…,aw 与 向 量 组 也 : 轴 , 思 ,2 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 

R(4)=R(B)=R(4A,B)， 

其 中 4 和 如 是 向 量 组 4A 和 吾 所 构成 的 矩阵 . 

证 因 A 组 与 中 组 能 相互 线性 表示 ,依据 定理 2, 知 它们 等 价 的 充分 必要 
条 件 是 

R(4)=R(4,B) 且 RB)=RB,4)， 
而 R(4,B)= 尺 (了 ,4), 合 起 来 即 得 充分 必要 条 件 为 
R(4)=R(B)=RC4, 呈 ). 


] 1 1 
、 1 2 一 1 0 

例 1 设 a, = 2 0Q2 一 1 ”Q3 一 4 ,六 一 3 9 
2 3 0 1 


证 明 向 量 能 由 向 量 组 a, ,az ,as 线性 表示 ,并 求 出 表示 式 . 
解 ”根据 定理 1, 要 证 和 矩阵 4=(al,a:,ai) 与 =(4,) 的 秩 相等 .为 此 ， 
把 如 化 成 行 最 简 形 : 
ee Cd4 e 


汪 LO 定 一 
二 
1 
SS 
心 
mt 
| 
to 
| 
-一 


0 1 -2 -1 
可 见 ,R(4)= 尺 (B), 因 此 ,向 量 少 能 由 向 量 组 ol ,az ,as 线性 表示 . 
由 上 述 行 最 简 形 ,可 得 方程 (al ,a: ,as)x= 的 通 解 为 


二 2 一 3c 二 2 
2 二 2c 一 1 
0 
从 而 得 表示 式 
p=(al,a,ai)xY=(-3c+2)ai+(2c 一 1)as +cai， 


1 C 
其 中 c 可 任意 取 值 . 


大 二 CC 十 


? 

















1 3 2 1 
| | 1 0 1 
例 2 设 ai = 1 ,和 2 二 1 六， 1 ,六 二 0 ,六 3 二 9 
一 上 3 1 2 0 


证 明 向 量 组 ol ,a， 与 向 量 组 六 ,2D， ,83: 等 价 . 
证 记 A4 = (ai 02) ,有 一 (0 ,六 ,pb3) .根据 定理 2 的 推论 ,只 要 证 R(4)= 
有 R(B)=R(4, 下 ). 为 此 把 矩阵 (4 ,B8) 化 成 行 阶梯 形 : 


13 2 1 3 ] 3 2 ] 3 1321 3 
-1 101 -710 4 2 2 2|-|02 1 1 1 
(4 ,也 )= ， 
l] 1 1 0 2 0 2 上“ 二] 0000 0 
= 3 二 0 0 6 3 K， 3 0000 0 


可 见 ,R(4)=2,R(4, 有 8)=2. 

容易 看 出 矩阵 中 中 有 不 等 于 0 的 2 阶 子 式 , 故 民 ( 有 下) 过 2. 又 

R(B) 和 R(4,B)=2， 
于 是 知 RR(B8B)=2. 因 此 ， 
R(4)= 尺 ( 呈 )=RCA, 呈 ). 

定理 3 设 向 量 组 B:D ,) ,…，,b 能 由 向 量 组 A:a,a:,…,aw。 线性 表示 ， 
则 民 () ,DDN) 魏 ROal ai，… ah). 

证 记 4=(aa，…a),B=(b ,2D ,六 ). 按 定理 的 条 件 , 根 据 定 理 2 
有 R(4)=R(4,B), 而 RB) 委 RC4,B), 因 此 

R(B) 委 R(4)， 
前 面 我 们 把 定理 1 与 上 章 定 理 5 对 应 ,把 定理 2 与 上 章 定理 6 对 应 ,而 定理 3 
ae & 了 人 


可 与 上 章 定理 7 对 应 .事实 上 , 按 定理 3 的 条 件 , 知 有 矩阵 政 , 使 下 = 4 下 ,从 而 根 
据 上 章 定 理 7, 即 有 民 ( 刀 ) 魏 R(4). 

上 述 各 定理 之 间 的 对 应 ,其 基础 是 向 量 组 与 矩阵 的 对 应 ,从 而 有 下 述 对 应 

向 量 组 8: 记 ,p ,8 能 由 向 量 组 4A:ai,ar,…，,aw 线性 表示 

兮 有 和 抢 阵 到, 使 召 = 4 天 

全 方程 4X = 下 有 解 . 

上 述 对 应 的 三 种 氢 述 都 可 对 应 到 充分 必要 条 件 :R(4)=R(4,3), 并 都 有 
必要 条 件 :R(4) 之 民 ( 下 ). 这 里 ,第 一 种 可 称 为 几何 语言 ,后 两 种 以 及 充分 必要 
条 件 和 必要 条 件 则 都 是 矩阵 语言 .我 们 要 掌握 用 和 矩阵 语言 表述 几何 问题 ,还 要 掌 
握 用 几何 语言 来 解释 矩阵 表述 的 结论 . 

上 一 章 中 把 线性 方程 组 写成 矩阵 形式 ,通过 矩阵 的 运算 求 得 它 的 解 ,还 用 扼 
阵 的 语言 给 出 了 线性 方程 组 有 解 `\ 有 唯一 解 的 充分 必要 条 件 ;本章 中 将 向 量 组 的 
问题 表述 成 矩阵 形式 ,通过 矩阵 的 运算 得 出 结果 ,然后 把 矩阵 形式 的 结果 “翻译 ” 
成 几何 问题 的 结论 .这 种 用 矩阵 来 表述 问题 ,并 通过 和 矩阵 的 运算 解决 问题 的 方 
法 ,通常 叫做 矩阵 方法 ,这 正 是 线性 代数 的 基本 方法 ,读者 应 有 意识 地 去 加 强 这 
一 方法 的 练习 . 

例 3 设 ， 维 向 量 组 A:ai,a;;…,a, 构成 xz 矩阵 4=(al,a，…， 
an ) ,7 阶 单位 矩阵 下 = (el,e,…，,e,) 的 列 向 量 叫做 ” 维 单位 坐标 向 量 .证 明 : 
7 维 单位 坐标 向 量 组 el ,ez ,……，,e, 能 由 向 量 组 A 线性 表示 的 充分 必要 条 件 是 
有 R(A) = 了 . 

证 根据 定理 2, 向 量 组 el ,ez,…,e, 能 由 向 量 组 4 线性 表示 的 充分 必要 
条 件 是 R(4)=R(4, 五 ). 

而 R(4A, 巨 )R( 瑟 )=m ,又 矩阵 (4 , 忆 ) 含 2 行 , 知 R4A, 下 ) 魏 2, 合 起 来 
有 R(4, 瑟 )=72 .因此 条 件 R(4)=R(4, 巨 ) 就 是 尺 (4)=， 

本 例 所 证 结论 用 抢 阵 语言 可 叙述 为 

对 和 抢 阵 4,、。 ,存在 矩阵 玉 ,.,, 使 4K = 瓦 ,的 充分 必要 条 件 是 R(4) = 了. 
也 可 叙述 为 

矩阵 方程 4,x ,X= 百 , 有 解 的 充分 必要 条 件 是 R(4 ) = 2 (参见 上 章 习题 第 
21 题 ). 
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$2 向 量 组 的 线性 相关 性 


定义 4 给 定向 量 组 A:a ,az,…,a。， 如 果 存 在 不 全 为 零 的 数 A ,4: ,…， 

tv ,使 
Ra 二 Ada +…+ka 一 0， 
则 称 向 量 组 A 是 线性 相关 的 ,否则 称 它 线 性 无 关 ， 

说 向 量 组 ae ,a; ,…,a。 线性 相关 ,通常 是 指 关 2 的 情形 ,但 定义 4 也 适 
用 于 浆 =1 的 情形 . 当 =1l 时 ,向 量 组 只 含 一 个 向 量 ,对 于 只 含 一 个 向 量 a 的 
向 量 组 , 当 a =0 时 是 线性 相关 的 , 当 a 天 0 时 是 线性 无 关 的 .对 于 含 2 个 向 量 a,， 
az 的 向 量 组 , 它 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 el ,a; 的 分 量 对 应 成 比例 ,其 几何 
意义 是 两 向 量 共 线 .3 个 向 量 线性 相关 的 几何 意义 是 三 向 量 共 面 ， 

向 量 组 A :ai ,az，…，,aw (区 过 2) 线 性 相关 ,也 就 是 在 向 量 组 A 中 至 少 有 一 
个 向 量 能 由 其 余 -1 个 向 量 线性 表示 .这 是 因为 : 

如 果 向 量 组 4A 线性 相关 , 则 有 不 全 为 0 的 数 上,Az ，…,R&。， 使 上 ai 二 
02 十 二 Ran 三 0. 因 上 下 ,不 全 为 0, 不 妨 设 友 ,天 0, 于 是 便 有 


QI = 二 (aa 本 二 


即 a, 能 由 a, ,…,a，, 线性 表示 

如 果 向 量 组 A 中 有 某 个 向 量 能 由 其 余 吧 -1 个 向 量 线性 表示 ,不妨 设 a。 
能 由 oj ,…,，,aw -线性 表示 , 即 有 1 ,…, ,使 av = AQ 二 十 An-Lgn-1， 于 
是 

ai +… 和 + ia -II+( -1)a =0， 

因为 人，…,A ii, -1 这 ma 个 数 不 全 为 0 (至 少 -1 天 0) ,所 以 向 量 组 A 线性 
相关 . 
向 量 组 的 线性 相关 与 线性 无 关 的 概念 也 可 移 用 于 线性 方程 组 . 当 方 程 组 中 
有 某 个 方程 是 其 余 方 程 的 线性 组 合 时 ,这 个 方程 就 是 多 余 的 ,这 时 称 方程 组 (各 
个 方程 ) 是 线性 相关 的 ; 当 方 程 组 中 没有 多 余 方 程 ,就 称 该 方程 组 (各 个 方程 ) 线 
性 无 关 ( 或 线性 独立 ). 

向 量 组 A: al ,az,…，,au。 构成 矩阵 4 = (ai,ar,…,aw), 向 量 组 A 线性 相 
关 ,就 是 齐 次 线性 方程 组 
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Ziali+za+…+za ,=0, 即 4x=0 
有 非 零 解 .由 上 章 定 理 4, 立 即 可 得 


定理 4 向 重组 as ,az,…,a 线性 相关 的 充分 必要 条 件 是 它 所 构成 的 矩 
阵 4 =(ai,az,…,aw) 的 秩 小 于 向 量 个 数 ; 向 量 组 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 
是 R(4)= 思 . 

例 4 试 讨 论 ” 维 单 位 坐标 向 量 组 的 线性 相关 性 . 

解 7 维 单 位 坐标 向 量 组 构成 的 矩阵 

下 =(el,e，…，e,) 
是 2” 阶 单位 矩阵 .由 | 下 |=1 天 0, 知 尺 ( 忆 )=2, 即 尺 () 等 于 向 量 组 中 向 量 个 
数 , 故 由 定理 4 知 此 向 量 组 是 线性 无 关 的 . 


例 5 已 知 
1 0 2 
al = 一 |1j, az 三 |2|，a3= 5 
1 3 7 




















试 讨 论 向量 组 al ,a: ,ai 及 向 量 组 al ,a; 的 线性 相关 性 . 
解 ” 对 和 矩阵 (el ,al ,as) 施 行 初等 行 变换 变 成 行 阶梯 形 矩 阵 , 即 可 同时 看 出 
矩阵 (ai ,az ,ai) 及 (ai,a;) 的 秩 ,利用 定理 4 即 可 得 出 结论 . 




















1 0 2 0 
(aaa)=|1 2 4||0 2 2 人 一 |0 2 2|， 
157 0 5 5 0 0 0 


可 见 Rai,az,as)=2, 故 向 量 组 al ,az ,as 线性 相关 ;同时 可 见 尺 (ali,a:z) = 
2 , 故 向 量 组 ea ,a; 线性 无 关 ， 

例 6 已 知 向 量 组 ol ,a; ,ai; 线性 无 关 ,D =ai+a, pb = ay+ai, pi = 03 
+ 4i，, 试 证 向 量 组 如 ,5: ,53; 线性 无 关 . 

证 一 ”把 已 知 的 三 个 向 重 等 式 写 成 一 个 矩阵 等 式 
1 0 1 
1 1 0 
0 1 1 
记 作 号 = 4K. 设 Bx=0, 以 下 = 4K 代 人 得 4(Kx)=0. 因 为 矩阵 4 的 列 向 量 
组 线性 无 关 ,根据 向 量 组 线性 无 关 的 定义 , 知 Kx =0. 又 因 | 玉 | =2 天 0, 知 方程 
Kx=0 只 有 零 解 x=0. 所 以 矩阵 吾 的 列 向 量 组 岂 ,5 ,p53 线性 无 关 . 

证 二 ”把 已 知 条 件 合 写成 

人 88 se 


〈D， ,D2 ,83) 一 (ai az，a3) 


9 








1 0 1 
1 1 0 
0 1 1 
记 作 8B= 4K. 因 | 玉 |=2 和 0, 知 天 可 闭 , 根 据 上 章 所 述 惩 阵 秩 的 性 质 4 知 
R(B)=R(CA). 

因为 4 的 列 向 量 组 线性 无 关 ,根据 定理 4 知 R(4)=3, 从 而 尺 (B)=3, 再 
由 定理 4 知 呈 的 3 个 列 向 量 线性 无 关 , 即 如,p: ,5; 线性 无 关 . 

本 例 给 出 两 种 证 法 ,这 两 种 证 法 都 是 常用 的 ,证明 时 首先 是 把 已 知 条 件 表述 
成 矩阵 形式 .证 一 的 关键 是 : 按 定义 4 把 证 明 向 量 组 线性 无 关 转 化 为 证 明 齐 次 方 
程 没有 非 零 解 ,因而 去 考察 方程 Br =4. 证 二 用 了 和 抢 阵 的 秩 的 有 关 知 识 ,还 用 了 
定理 4, 从 而 可 以 不 涉及 线性 方程 而 直接 证 得 结论 . 

线性 相关 性 是 向 量 组 的 一 个 重要 性 质 , 下 面 介绍 与 之 有 关 的 一 些 简单 的 结 
论 . 

定理 5 (1) 若 向 量 组 A: a,,…,a。 线 性 相关 , 则 向 量 组 B: al,,…，,a， 
a, ,1; 也 线性 相关 . 反 言 之 , 若 向 量 组 B 线性 无 关 , 则 向 量 组 A 也 线性 无 关 . 

(2) zz 个” 维 向 量 组 成 的 向 量 组 , 当 维 数 ” 小 于 向 量 个 数 z 时 一 定 线性 相 
关 . 特 别 地 ,+1 个 ” 维 向 量 一 定 线性 相关 . 

(3) 设 向 量 组 A:ai ,aa ,…,a。 线性 无 关 , 而 向 量 组 B: aj,…,a。,D 线性 
相关 , 则 向 量 9 必 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表示 式 是 惟一 的 . 

证 ”这些 结论 都 可 利用 定理 4 来 证 明 . 

(I) 记 4=(al，…an), 吕 =(a ov ai) 有 民 ( 了 ) 魏 RO4A)+1. 因 
向 量 组 4 线性 相关 , 故 根 据 定 理 4, 有 R(4)<m, 从 而 R(B) 委 R4)+1I<m 
+1, 因 此 根据 定理 4 知 向 量 组 中 线性 相关 . 

结论 (1) 是 对 向 量 组 增加 1 个 向 量 而 言 的 ,增加 多 个 向 量 结论 也 仍然 成 立 . 
即 设 向 量 组 A 是 向 量 组 号 的 一 部 分 (这 时 称 4 组 是 了 组 的 部 分 组 ), 于 是 结论 
(1) 可 一 般 的 叙述 为 :一 个 向 量 组 若 有 线性 相关 的 部 分 组 , 则 该 向 量 组 线性 相关 . 
特别 地 , 含 零 向 量 的 向 量 组 必 线 性 相关 .一 个 向 量 组 若 线性 无 关 , 则 它 的 任何 部 
分 组 都 线性 无 关 . 

(2) mm 个 ?维和 疝 量 a,a:,…,a。 构成 矩阵 4 = (al,a,…，,a,), 有 
R(4A) 委 12. 当 ?2< 加 时 ,有 RG(A)<7m, 故 7 个 向 量 a,ay ,4 线性 相关 . 

(3) 记 4=(ai…,av),=(a,……,a 3D), 有 R(4) 委 R(B). 因 人 A 组 线 
性 无 关 , 有 R(4)=m; 因 吕 组 线性 相关 ;有 尽 ( 了 8)< 轨 +1. 所 以 闫 委 民 ( 吾 )< 
7 十 1, 即 有 民 ( 吾 )=7. 

由 民 (4)= 尺 ( 吾 )= 7m ,根据 上 章 定理 3 , 知 方程 组 


(D ,pb ,53)=(ai,a， ,03 ) 
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(ai，…,a,)x= 旋 

有 惟一 解 , 即 向 量 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 表 示 式 是 惟一 的 . 

例 7 设 向 量 组 al ,az ,as 线性 相关 ,向量 组 ae: ,ai ,as 线性 无 关 , 证 明 : 

(1) a 能 由 a: ,as 线性 表示 ; 

(2) as 不 能 由 a, ,ea ,as 线性 表示 . 

证 (1) 因 a ,ai,a4 线性 无 关 , 由 定理 5S(1) 知 ax ,as 线性 无 关 , 而 a,， 
az ,as 线性 相关 ,由 定理 5(3) 知 a, 能 由 a, ,ai 线性 表示 . 

(2) 用 反 证 法 .假设 a; 能 由 ea, ,a:,a; 表示 ,而 由 (1) 知 a, 能 由 e; ,ay 表 
示 , 因 此 a, 能 由 ca: ,as 线性 表示 ,这 与 ae ,ai ,ai 线性 无 关 矛 盾 . 


$3 向 量 组 的 秩 


上 两 节 在 讨论 向 重组 的 线性 组 合 和 线性 相关 性 时 ,矩阵 的 秩 起 了 十 分 重要 
的 作用 .为 使 讨论 进一步 深入 ,下 面 把 秩 的 概念 引进 向 量 组 . 

定义 5 设 有 向 量 组 A ,如 果 在 A 中 能 选 出 > 个 向 量 el ,az ,…,a, ,满足 

(i) 向 量 组 Au: al ,az ,…，,a, 线性 无 关 ; 

(ii) 向 量 组 A 中 任意 >+1 个 向 量 ( 如 果 A 中 有 rr+l 个 向 量 的 话 ) 都 线性 
相关 ， 

那么 称 向 和 量 组 Au 是 向 量 组 A 的 一 个 最 大 线性 无 关 向 量 组 (简称 最 大 无 关 
组 ); 最 大 无 关 组 所 含 癌 量 个 数 ”~ 称 为 向 量 组 4 的 秩 , 记 作 R. 

只 含 零 向 量 的 向 量 组 没有 最 大 无 关 组 ,规定 它 的 秩 为 0. 

对 于 只 含有 限 个 向 量 的 向 量 组 A:ai,a,…,av, 它 可 以 构成 矩阵 4 = 
(ai,az,，…,an). 把 定义 5 与 上 章 矩 阵 的 最 高 阶 非 零 子 式 及 和 抑 阵 的 秩 的 定义 作 
比较 ,容易 想到 向 量 组 A 的 秩 就 等 于 矩阵 4 的 秩 , 即 有 

定理 6 矩阵 的 秩 等 于 它 的 列 向 量 组 的 秩 , 也 等 于 它 的 行 向 量 组 的 秩 . 

证 设 4=(al,az…，avw),R4)=r, 并 设 r 阶 子 式 D. 和 0. 根据 定理 4， 
由 也 .天 0 知 D, 所 在 的 > 列 线性 无 关 ; 又 由 4 中 所 有 -+1 阶 子 式 均 为 零 , 知 和 
中 任意 r+ 1 个 列 向 量 都 线性 相关 .因此 D, 所 在 的 > 列 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 
最 大 无 关 组 ,所 以 列 向 量 组 的 秩 等 于 >. 

类 似 可 证 矩阵 4 的 行 向 量 组 的 秩 也 等 于 R(4). 

今后 向 量 组 a; ,a; ……,a。 的 秩 也 记 作 民 (al az,，… ,an). 

从 上 述 证 明 中 可 见 : 若 D, 是 矩阵 4 的 一 个 最 高 阶 非 零 子 式 , 则 吕 . 所 在 的 
~ 列 即 是 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,D. 所 在 的 行 即 是 4 的 行 向 量 组 的 

e 00 e@ 


一 个 最 大 无 关 组 ， 

向 量 组 的 最 大 无 关 组 一 般 不 是 惟一 的 .如 例 $ 
1 0 2 
1 2 14 
1 多 了 
由 R(al,a:z)=2, 知 ai,a; 线性 无 关 ;由 尺 (al ,az ,as)=2 知 ai,az,as 线性 相 
关 , 因 此 a,,a; 是 向 量 组 al ,a: ,ai 的 一 个 最 大 无 关 组 ， 

此 外 ,由 Rai,as)=2 及 Ra,as)=2 可 知 ai,ai 和 a,ai 都 是 向 量 组 
ai,az,ai 的 最 大 无 关 组 . 

例 8 人 全体， 维 向 量 构成 的 向 量 组 记 作 玉 " , 求 棚 " 的 一 个 最 大 无 关 组 及 了 "的 秩 . 

解 ”在 例 4 中 ,我 们 证 明了 2” 维 单位 坐标 向 量 构成 的 向 量 组 

匡 :el eye， 

是 线性 无 关 的 ,又 根据 定理 $ 的 结论 (2) , 知 聚 "中 的 任意 2+1 个 向 量 都 线性 相 
关 , 因 此 向 量 组 巨 是 了 "的 一 个 最 大 无 关 组 , 且 了 到 " 的 秩 等 于 ?. 

显然 ,了 及" 的 最 大 无 关 组 很 多 ,任何 ”个 线性 无 关 的 ” 维 向量 都 是 及 的 最 大 
无 关 组 . 

向 量 组 A 和 它 自 己 的 最 大 无 关 组 Au 是 等 价 的 .这 是 因为 Au 组 是 A 组 的 
一 个 部 分 组 , 故 A, 组 总 能 由 A 组 线性 表示 (A 中 每 个 向 量 都 能 由 A 组 表示 ); 
而 由 定义 5 的 条 件 (ii) 知 ,对 于 A 中 任 一 向 量 ae,r+1l 个 向 量 el,…，,a,,a 线性 
相关 ,而 &; ,…,a, 线性 无 关 , 根 据 定 理 5(3) 知 a 能 由 ai,…，,a, 线性 表示 , 即 A 
组 能 由 A。 组 线性 表示 .所 以 A 组 与 A, 组 等 价 . 

上 述 结 论 的 逆 命 题 也 是 成 立 的 , 现 把 它 作 为 定理 3 的 推论 叙述 如 下 . 

推论 (最 大 无 关 组 的 等 价 定义 ) ” 设 向 量 组 Au : al ,ax,…，,a, 是 向 量 组 A 
的 一 个 部 分 组 , 且 满 足 

(i) 向 量 组 A。 线性 无 关 ; 

(ii) 向 量 组 A 的 任 一 向 量 都 能 由 向 量 组 A。 线性 表示 ， 
那么 向 量 组 A, 便 是 向 量 组 A 的 一 个 最 大 无 关 组 .， 

证 只 要 证 向 量 组 A 中 任意 ~+1 个 向 量 线性 相关 . 设 ,bp …,p 是 A 
中 任意 >+1 个 向 量 , 由 条 件 (ii) 知 这 >+1 个 向 量 能 由 向 量 组 A, 线性 表示 ,从 
而 根据 定理 3, 有 

及 (DDN) 魏 Ra ad) 三 入， 

再 据 定 理 4 知 ~+1 个 向 量 六 ,5 ,…,5.: 线 性 相关 .因此 向 量 组 Au 满足 定义 5 
所 规定 的 最 大 无 关 组 的 条 件 . 

例 9 设 齐 次 线性 方程 组 


(ai ,ay ,aq3 ) 三 
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ZiI+2zz+ zi 一 2z4: 三 0， 
2Zzi 十 37z， 一 4 三 0， 
之 1 一 交 二 二 7 =(0 


的 全 体 解 向 量 构成 的 向 量 组 为 S, 求 S 的 秩 . 
解 先 解 方程 ,为 此 把 系数 矩阵 4 化 成 行 最 简 形 

















1 2 1 一 2 1 2 1 -2i1"n+tz ll 0 -3 14 
r。 一 Zr rr 一 3r 
| 
1 3 7 0 -3 -6 9 0 0 0 0 
得 ZI 三 3z3 一 47z4， 
2 三 一 223 十 374， 
令 自 由 未 知 数 z; = cl ,zy = ci ,得 通 解 
1 3 = 浊 
并 2 一 2 3 
一 Cl 十 cz 
尼 3 1 0 
守 4 0 1 


把 上 式 记 作 x= ce + cz , 知 
S=|lxz=ce+czealcczcER， 
即 S 能 由 向 量 组 司 ,上 5: 线性 表示 .又 因 司 ,上 的 四 个 分 量 显然 不 成 比例 , 故 后 ， 
<: 线性 无 关 . 因 此 根据 最 大 无 关 组 的 等 价 定 义 知 6 ,上 是 S 的 最 大 无 关 组 ,从 
而 Rs = 2. 
设 向 量 组 A: ol ,az，…aw 构成 矩阵 4 = (aa ,an) ,根据 向 重组 的 秩 
的 定义 及 定理 6, 有 
及 = 及 (aa av) 一 R(A). 
由 此 可 知 ,前 面 介 绍 的 定理 1,2,3,4 中 出 现 的 矩阵 的 秩 都 可 改 为 向 量 组 的 秩 . 例 
如 定理 2 可 似 述 为 
定理 2” 向 量 组 5 ,0 ,…，, 思 能 由 向 最 组 al ,az ,…，,a。 线性 表示 的 充分 
必要 条 件 是 
民 Ra az av) 一 Ra ab). 
这 里 记号 Ra ,az,，…，,aw) 既 可 理解 为 矩阵 的 秩 ,也 可 理解 成 向 量 组 的 秩 ， 
前 面 我 们 建立 定理 1,2,3 时 ,限制 向 量 组 只 含有 限 个 向 量 ,现在 我 们 要 去 掉 
这 一 限制 ,把 定理 1,2,3 推广 到 一 般 情形 .推广 的 方法 是 利用 向 重组 的 最 大 无 关 
组 作 过 渡 . 下 面 仅 推广 定理 3, 定 理 1 和 2 的 推广 请 读者 自行 完成 . 
定理 3” 若 向 量 组 中 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 则 Rs 委 R，. 
。92 。 


证 设 RsA=s,Re= 上 ,并 设 向 量 组 A 和 号 的 最 大 无 关 组 依次 为 
4o:aiaz… 4， 和 BID ,bpD,， 
由 于 Bu 组 能 由 中 组 表示 ,了 组 能 由 A 组 表示 ,A 组 能 由 Au 组 表示 ,因此 Bu 组 
能 由 A。 组 表示 ,根据 定理 3, 有 
民 RD Do 2) 魏 民 (al aa;)， 

即 上 委 ?， 

今后 ,定理 3 与 3 将 不 加 区 别 ,都 称 定理 3. 定 理 1 和 :2 与 推广 后 的 定理 也 
不 加 区 别 . 

例 10 设 向 量 组 中 能 由 向 量 组 A 线性 表示 , 且 它 们 的 秩 相 等 ,证 明 向 量 组 
A 与 向 量 组 忆 等 价 . 

证 设 向 量 组 A 和 如 合并 成 向 量 组 C ,根据 定理 2, 因 器 组 能 由 A 组 表示 ， 
故 尺 ,= 尺 c ,又 已 知 Re= 尺 A, 故 有 R,=Ro=Re. 根 据 定 理 2 的 推论 , 知 A 组 
与 也 组 等 价 . 

例 11 设 和 矩阵 
2 一 二 1 2 
1 1 二 之 1 4 
4 一 6 2 -2 14 
3 6 一 9 7 9 
求 矩 阵 4 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 不 属于 最 大 无 关 组 的 列 向 量 用 最 
大 无 关 组 线性 表示 . 

解 对 4 施行 初等 行 变换 变 为 行 阶梯 形 矩 阵 ( 参 看 第 三 章 $1 引 例 ) 

1 1 -2 1 4 
- |0141.=-L1 1 0 


筷 一 


人 =。---e。--- 一 -= 


知 R(4)=3, 故 列 向 量 组 的 最 大 无 关 组 含 3 个 向 量 . 而 三 个 非 零 行 的 非 零 首 元 
在 1,2,4 三 列 , 故 al ,az,a4 为 列 向 县 组 的 一 个 最 大 无 关 组 .这 是 因为 
1 


吕 
《alias ,ay4) 一 


所 巴巴 二 
人 牟 


| 
1 
0 
知 Rai,ai,ai)=3, 故 ai,a,a: 线性 无 关 . 


为 把 C3，C5 用 QQ02，04 线性 表示 ,把 入 再 变 成 行 最 简 形 矩阵 
。093 ， 


1 0 -1 0 4 
0 1 -1 0 3 
此 全 ， 
0 0 0 1 一 3 
0 0 0 0 0 


把 上 列 行 最 简 形 和 矩阵 记 作 吾 = (2 , 2) ,53 ,5 ,bs) ,由 于 方程 kx =0 与 Bx =0 同 
解 , 即 方程 
ZI101+2a2z+Z3as 二 Zi404+2ias=10 
与 Z1D +Z2pb+Z3ip3+zipDp+Zzsp=10 
同 解 , 因 此 向 量 e ,ea ,ai,as ,as 之 间 的 线性 关系 与 向 量  ,D， ,5 ,5 ,5 之 间 
的 线性 关系 是 相同 的 .现在 
-1 
一 二 


0 
7 =4D) +35) 一 3254， 
因此 
CQ3 一 一 QI 一 02， 
405 三 4ai+3a: 一 3a4. 

本 例 的 解法 表明 :如 果 和 矩阵 4ux, 与 Bix, 的 行 向 量 组 等 价 (这 时 齐 次 线性 方 
程 组 4Ax =(0 与 Bx =0 可 互 推 ), 则 方程 hx=0 与 Bx=0 同 解 ,从 而 4 的 列 向 量 组 
各 向 量 之 间 与 召 的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 有 相同 的 线性 关系 .如 果 中 是 一 个 行 最 
简 形 矩 阵 , 则 容易 看 出 中 的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 的 线性 关系 ,从 而 也 就 得 到 4 
的 列 向 量 组 各 向 量 之 间 的 线性 关系 (一 个 向 量 组 的 这 种 线性 关系 一 般 很 多 ,但 只 
要 求 出 这 个 向 量 组 的 最 大 无 关 组 及 不 属于 最 大 无 关 组 的 向 量 用 最 大 无 关 组 线性 
表示 的 表示 式 , 有 了 这 些 ,就 能 推 知 其 余 的 线性 关系 ). 
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在 上 一 章 中 ,我 们 已 经 介绍 了 用 和 扼 阵 的 初等 变换 解 线性 方程 组 的 方法 ,并 建 
立 了 两 个 重要 定理 , 即 
(1) ”个 未 知 数 的 齐 次 线性 方程 组 4x =0 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 
和 矩阵 的 秩 R(4)< 7. 
(2) 7 个 未 知 数 的 非 齐 次 线性 方程 组 hx = 有 解 的 充分 必要 条 件 是 系数 
矩阵 4 的 秩 等 于 增 广 矩 阵 了 的 秩 , 且 当 R(4)=R(B)=7 时 方程 组 有 惟一 解 ， 
。 0904 ， 


当 R(4)=R(B)=r<m 时 方程 组 有 无 限 多 个 解 . 
下 面 我 们 用 向 量 组 线性 相关 性 的 理论 来 讨论 线性 方程 组 的 解 . 先 讨 论 齐 次 
线性 方程 组 . 
设 有 齐 次 线性 方程 组 
azl+ aa2Zzz+…+arn 三 0， 
aa daQa2zz+… 二 ar 二 0， 


(1) 


CQml 之 1 十 刀 n2 之 2 站 Co =(0， 


Qi 402 41 之 1 
记 人 
Qnml CQm2 人 mm 光 他 
则 (1) 式 可 写成 向 量 方程 
4x=0. (2) 
若 zi=6uz=e…z = 为 (1) 的 解 , 则 
6 
= 上 ,= 
6 


称 为 方程 组 (1) 的 般 向 量 , 它 也 就 是 向 量 方程 (2) 的 解 . 
根据 向 量 方程 (2) ,我 们 来 讨论 解 向 量 的 性 质 . 
性 质 1 若 x*=5,xr= 为 (2) 的 解 , 则 x= +5: 也 是 (2) 的 解 . 
证 “只 要 验证 x=E, + 满足 方程 (2): 
4(6i+6)=45+45=0+0=10. 
性 质 2 若 x*=8, 为 (2) 的 解 ,为 实数 , 则 x= 个 , 也 是 (2) 的 解 . 
证 4(kE)=A(4E)=0=0. 证 毕 
把 方程 (2) 的 全 体 解 所 组 成 的 集合 记 作 S ,如 果 能 求 得 解 集 S 的 一 个 最 大 
无 关 组 S, :5 ,5 ,5 ,那么 方程 (2) 的 任 一 解 都 可 由 最 大 无 关 组 S。 线 性 表 
示 ; 另 一 方面 ,由 上 述 性 质 1,2 可 知 , 最 大 无 关 组 S。 的 任何 线性 组 合 
X 一 IEITTR2E2 十 … 十 局 
都 是 方程 (2) 的 解 , 因 此 上 式 便 是 方程 (2) 的 通 解 . 
 ， 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 的 最 大 无 关 组 称 为 该 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 
由 上 面 的 讨论 可 知 ,要 求 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 , 只 需求 出 它 的 基础 解 系 . 
上 一 章 我 们 用 初等 变换 的 方法 求 线性 方程 组 的 通 解 ,下 面 我 们 用 同一 方法 
e 9 se 


来 求 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 . 
设 方程 组 (1) 的 系数 矩阵 4 的 秩 为 ,并 不 妨 设 4 的 前 > 个 列 向 量 线性 无 
关 , 于 是 4 的 行 最 简 形 矩阵 为 


1 0 六 - 
0 1 5， 
男 三 9 
0 .0 
0 0 
与 如 对 应 , 即 有 方程 组 
灾 1 一 一 
(3) 
rr 一 一 六 Try+1 3 


把 zi，…wzw 作为 自由 未 知 数 ,并 令 它们 依次 等 于 cl ,……，,c,- 可 得 方程 组 (1) 
的 通 解 


v1 一 六 1 一 避 2 一 .OU 

兄 一 六 - 一 Da 一 2 二 

rr+rl| 三 Ci 1 十 C? 0 十 直 0 

施 +2 0 1 

二 0 )】 人 00 1 
把 上 式 记 作 


X=cl6i+cz56z 十 …+co-r6-，， 

可 知 解 集 S 中 的 任 一 向 量 x 能 由 司 ,,… ,线性 表示 ,又 因为 矩阵 (5， 
EN) 中 有 7- 阶 子 式 | 五 .| 天 0 故 民 CE emE， )= 环 一 所 以 
,5 线性 无 关 . 根 据 最 大 无 关 组 的 等 价 定义 , 即 知 ,上 ，… ,5 -是 
解 集 S 的 最 大 无 关 组 , 即 睛 ,5 ，…,5。- ,是 方程 组 (1) 的 基础 解 系 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 先 求 出 齐 次 线性 方程 组 的 通 解 ,再 从 通 解 求 得 基础 解 
系 . 其 实 我 们 也 可 先 求 基础 解 系 ,再 写 出 通 解 . 这 只 需 在 得 到 方程 组 (3) 以 后 , 令 
自由 未 知 数 rz, ,za ,zw 取 下 列 2 -组 数 

二 订 


过 rv1 1 0 0 
之 +2 硬 0 1 0 








由 (3) 即 依次 可 得 
1 姓 则 
一 0 一 2 二 
合 起 来 便 得 基础 解 系 
一 6u 一 pi 一 
一 0 一 2 二 
5=| 1 | 和 =| 0 | -= 0 
0 1 0 
0 0 1 


依据 以 上 的 讨论 ,还 可 推 得 

定理 7 设 思 xx7 和 玫 阵 4 的 秩 R(4)=r, 则 ) 元 齐 次 线性 方程 组 hx =0 的 
解 集 S 的 秩 RRs。 = 2 一 了. 

当 R(4)=7? 时 ,方程 (1) 只 有 零 解 ,没有 基础 解 系 (此 时 解 集 S 只 含 一 个 
零 向 量 ); 当 R(4)=r<i 时 ,由 定理 7 可 知 方程 组 (1) 的 基础 解 系 含 2 - r 个 
向 重 . 因 此 ,由 最 大 无 关 组 的 性 质 可 知 ,方程 组 (1) 的 任何 -> 个 线性 无 关 的 解 
都 可 构成 它 的 基础 解 系 .并 由 此 可 知 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 并 不 是 惟一 的 ， 
它 的 通 解 的 形式 也 不 是 惟一 的 . 

例 12 求 齐 次 线性 方程 组 

Zi+ zz 一 23 一 7Z4=0， 
| 2zl1 一 zi+3z3+T274= 三 0， 
7zi 一 7z+3zs+ Zi=0 
的 基础 解 系 与 通 解 . 

解 ”对 系数 矩阵 4 作 初 等 行 变 换 , 变 为 行 最 简 形 和 抢 阵 ,有 
1 上 三 让 一 
2 一 4$ 3 2 
7 汉江 3 1 


1 全 
_ m271 
入 = -0 一 7 3 4 


7r3 77 
0 一 14 10 8 











。 097 。 


1 1 -1 -1l 7 7 
r3 -272 产 二 
人 人 | 
0 0 


0 0 0 
0 0 
zi = 闻 z 二 4， 
便 得 《# ) 
5 4 
Z2 二 了 73 二 了 74 
21 [3 
并 1 0 并 7 7 
| -| ] 到 | | ma 有 | |- 及 | ”| , 即 得 基础 解 系 
证 0 1 尼 2 河 : 
7 7 
二 了 
7 7 
5 4 
El， = 了 》 2: 了 9 
1 0 
0 1 
并 由 此 写 出 通 解 
2 3 
w1 了 了 
了 2 5 4 
=cl| 了 |+cz| 了 | (cczEG 取 ). 
民 3 
1 0 
涝 4 
0 1 


上 一 章 中 线性 方程 组 的 解法 是 从 ( * ) 式 写 出 通 解 (从 通 解 的 表达 式 即 可 得 
基础 解 系 ) ,现在 从 (* ) 式 先 取 基 础 解 系 ,再 写 出 通 解 ,两 种 解法 其 实 没 有 多 少 


差别 . 
根据 (* ) 式 ,如 果 取 


加 四 国人 网 ， 


玉 工 并 2 


ve -ww 
一 十 一 


即 得 不 同 的 基础 解 系 


。 08 。 


了 _ 工 
7 7 
9 1 
加 二 | 了 7 |， 1? 了 |， 
1 1 
1 二 1 
从 而 得 通 解 
字 = 
立 了 7 
并 9 ] 
| = 且 | 林 |+ 忆 | 林 | (yaE 取 ). 
3 
1 1 
忆 4 
1 一 1 


显然 ，,E， 与 四 ,9 是 等 价 的 ,两 个 通 解 虽 然 形式 不 一 样 , 但 都 含 两 个 任意 党 
数 , 且 都 可 表示 方程 组 的 任 一 解 . 

上 述 解法 中 ,由 于 行 最 简 形 矩 阵 的 结构 , z, 总 是 选 为 非 自由 未 知 数 . 对 于 解 
方程 来 说 , z， 当然 也 可 选 为 自由 未 知 数 . 如 果 要 选 x, 为 自由 未 知 数 ,那么 就 不 
能 采用 上 述 化 系数 矩阵 为 行 最 简 形 矩阵 的 “标准 程序 ", 而 要 稍 作 变化 ,对 系数 矩 
阵 4 作 初 等 行 变换 时 , 先 把 其 中 某 一 列 ( 不 一 定 是 第 一 列 ) 化 为 (1,0,0)7. 如 本 
例 中 第 四 列 数值 较 简 ,容易 化 出 两 个 0: 
1 1 二 机， 


中 
反 
5 











-1 -1 1 


4=|2 -5 3 2A2| 4 -310 
7 -7 3 lnbl8 -620 
-5 201 

2 国人 
0 000 








上 式 最 后 一 个 矩阵 虽 不 是 行 最 简 形 抢 阵 ,但 也 具备 行 最 简 形 矩阵 的 功能 .按照 这 
个 矩阵 , 取 zi ,za 为 自由 未 知 数 , 便 可 写 出 通 解 

Z3 三 一 4zi+3z， 

| (zi,za 可 任意 取 值 ) 


ZJ 三 97 一 2z， 


也 1 1 0 
并 2 0 1 
即 Ci 十 cC2 (cczE 取 )， 
之 3 一 4 3 
并 4 $ 二 2 


，0O9 。 


而 对 应 的 基础 解 系 为 


1 0 
0 1 
-4| | 3 
5 【人 -2 


定理 7 不仅 是 线性 方程 组 各 种 解法 的 理论 基础 ,在 讨论 向 量 组 的 线性 相关 
性 时 也 很 有 用 . 
例 13 设 4,,Bx ,=O, 证 明 R4A)+R(B) 魏 ”. 
证 记 了 有 =(5 3, ), 则 
4(D ,58 )=(0,0,…,0)， 
即 4b =0(i=1,2,…,/)， 
表明 矩阵 如 的 ! 个 列 向 量 都 是 齐 次 方程 4x=0 的 解 . 记 方 程 kr=0 的 解 集 为 S ， 
由 及 ES, 知 有 民 (D 5 20) 委 Rs , 即 尺 (也 ) 魏 Rs .而 由 定理 7 有 R(4A)+ 
Rs=7, 故 R4)+ 尺 (B) 委 2. 
例 14 设 ”元 齐 次 线性 方程 组 4x= (0 与 Bxr =0 同 解 ,证明 R(4)= 尺 (3B). 
证 ”由 于 方程 组 hax = 0 与 Bxr =0 有 相同 的 解 集 , 设 为 S, 则 由 定理 7 即 有 
R(4A)=7 一 Rs ,RDB)=7-RR:. 因 此 R(4)= 尺 (了 ). 
本 例 的 结论 表明 , 当 抢 阵 4 与 吾 的 列 数 相等 时 ,要 证 R(4)= 尺 (B), 只 需 
证 明 齐 次 方程 hr=0 与 Bx=0 同 解 ， 
例 1$S 证 明 R4 4)=R4). 
证 根据 例 14 的 结论 , 往 证 齐 次 方程 hx=0 与 (4 4)x=0 同 解 : 
若 x 满 足 h&x=0, 则 有 4 (4x)=0, 即 (474)x=0; 
若 x 满 足 (4I4)x=0, 则 xi(4"4)xy=0, 即 (4x)T7(4ax)=0, 从 而 4zr=0 
(参看 第 二 章 例 17) . 
综 上 可 知 方程 组 4xr=0 与 (4 4)x=0 同 解 ,因此 R(4I4)=R(A). 
下 面 讨 论 非 齐 次 线性 方程 组 . 
设 有 非 齐 次 线性 方程 组 
CHZI 十 QtzzZz 十 十 Gu 二 忆 ， 
Ca2lZi 十 Q2zZ2 十 … 十 Gznzn 二 Da， (4) 
Go 十 GT2 十 十 QZ 二 六 ，， 
它 也 可 写作 向 量 方程 
xx 一， (5) 
向 量 方程 (5) 的 解 也 就 是 方程 组 (4) 的 解 向 量 , 它 具有 
100 ， 


性 质 3 设 x=?9 及 Y=9 都 是 (5) 的 解 , 则 x=1i -292 为 对 应 的 齐 次 线 
性 方程 组 
4x=0 《6) 
的 解 . 
证 A(3 一 19)=41 一 A4172: = 一 5=0， 
即 x= 1? -9 满足 方程 (6). 
性 质 4 设 x=? 是 方程 (5) 的 解 ,x= 上 是 方程 (6) 的 解 , 则 x= 上 + 引 仍 是 
方程 (5) 的 解 ， 
证 AL(E+ 了 )=A4E+A4TI=0+D= 厂 ， 
即 x= 上 + 媳 满 足 方程 (5). 证 毕 
由 性 质 3 可 知 , 若 求 得 (5) 的 一 个 解 9 ” , 则 (5) 的 任 一 解 总 可 表示 为 
x=5+1 ， 本 
其 中 x= 忆 为 方程 (6) 的 解 ,又 若 方程 (6) 的 通 解 为 x= 有 IE +…+A&，  ， 则 
方程 (5) 的 任 一 解 总 可 表示 为 
X = 有 6 二 十 太 -E， 二 人 . 
而 由 性 质 4 可 知 , 对 任何 实数 上 ,… ,上 -,， 上 式 总 是 方程 (5) 的 解 .于 是 方 
程 (5) 的 通 解 为 
x=AiE+…+A Et+3 (为 任意 实数 ). 
其 中 上 和 …, 上 ,是 方程 组 (6) 的 基础 解 系 . 
例 16 求解 方程 组 
二 
1 


尼 1 一 > 十 3 一 374 三 


? 
9 


1 一 2 一 273 十 374 三 ” 斑 


1 
2 
解 对 增 广 矩阵 吾 施行 初等 行 变换 : 


1 过 并 一 1 0 下 二 一 并 1 0 
中 =|1 一 1 下 -二 治 1 人 0 0 2 一 4 1 
| 了 基 
1 1 2 3 万 万 
1 
1 1 0 1 本 
并 大 
2 _ 工 |， 
| 0 1I 2 记 
0 0 0 0 0 


"IO 


可 见 RG4)=R(B)=2, 故 方程 组 有 解 , 并 有 


ZI 二 2+T4T 万， 


3 三 2T4 + 亏 ， 


取 z; = zx, =0, 则 zi = zi; = 亏 , 即 得 方程 组 的 一 个 解 


所 尼 晤 呈 吕 一 


二 十 T4， 


, 取 


尼 1 ] 玉 (:] 
忆 3 


在 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 


3 一 274 


2 人 ja 人 


即 得 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 


一 一 





于 是 所 求 通 解 为 


(cczE 及 ). 


尼 旺 吕 避 呈 


8$S 回 量 空间 


本 章 $1 中 把 ” 维 向 量 的 全 体 所 构成 的 集合 及 "叫做 ” 维 向 量 空间 .下 面 介 
绍 向 量 空间 的 有 关 知 识 . 
定义 6 设 V 为 维 向 量 的 集合 ,如 果 集 合 V 非 空 , 且 集合 V 对 于 向 量 的 
加 法 及 乘 数 两 种 运算 封闭 ,那么 就 称 集合 V 为 向 量 空间 ， 
所 谓 封闭 ,是 指 在 集合 V 中 可 以 进行 向 量 的 加 法 及 乘 数 两 种 运算 .具体 地 
" 102 ， 


说 ,就 是 : 若 aEV,EYV, 则 a+pEVi;i 若 saEV,AER, 则 haEYV. 

例 17 3 维 向 量 的 全 体 耿 ' ,就 是 一 个 向 量 空间 .因为 任意 两 个 3 维 向 量 之 和 
仍然 是 3 维 向 量 , 数 1 乘 3 维 向 量 也 仍然 是 3 维 向 量 ,它们 都 属于 耿 ` .我 们 可 以 
用 有 向 线段 形象 地 表示 3 维 向 量 ,从 而 向 量 空间 肛 ' 可 形象 地 看 作 以 坐标 原点 为 
起 点 的 有 向 线段 的 全 体 . 由 于 以 原点 为 起 点 的 有 向 线段 与 其 终点 一 一 对 应 ,因此 
取 " 也 可 看 作 取 定 坐 标 原点 的 点 空间 . 

类 似 地 ,7 维 向 量 的 全 体 了 及" ,也 是 一 个 向 量 空间 .不 过 当 ?”>3 时 , 它 没有 直 
观 的 几何 意义 . 

例 18 集合 

V=jiz=(0,z ZN) zi 和 有 | 
是 一 个 向 量 空间 .因为 若 a= (0,a ,oa) EVD=(0,0b)7EYV, 则 
Q+b=(0,a)+D…Q, 十 ) 六 EVAMa=(0,ha， ea )TE V， 
例 19 集合 
V=ilx=(1,z zi)|z ZE 了 | 
不 是 向 量 空间 ,因为 车 a= (1,a,…,a,) EYV, 则 
2a=(2,2a ,2a,) 允 V. 
例 20 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 
S={ixl4ax=0| 
是 一 个 向 量 空间 ( 称 为 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 ). 因 为 由 齐 次 线性 方程 组 的 解 
的 性 质 1.2, 即 知 其 解 集 S 对 向 量 的 线性 运算 封闭 . 
例 21 非 齐 次 线性 方程 组 的 解 集 
S=i{[xlax=D| 
不 是 向 量 空间 .因为 当 S 为 空 集 时 , S 不 是 向 量 空 间 ; 当 S 非 空 时 , 若 9ES, 则 
4(219)=28 尖 D, 知 29 和 信 S. 
例 22 设 a,b 为 两 个 已 知 的 2 维 向 量 ,集合 
二 = jxz=AMa+/plA AGER| 
是 一 个 向 量 空 间 . 因 为 者 xi =hia+Apip,xaz=hza+AHpapb, 则 有 
xi+xz=(AM+AnA)a+(A+A)DEL， 
xi=(AA)a+(kc)bDEL， 
这 个 向 量 空间 称 为 由 向 量 ae,》 所 生成 的 向 量 空间 ， 
一 般 的 ,由 向 量 组 al ,az;…,a。 所 生成 的 向 量 空 间 为 
了 = jx=hai+aa +T…+AaG | E 玉 |. 
例 23 设 向 量 组 al ,…,a。 与 向 量 组 六 ,…，, 玉 等 价 , 记 
Li=jixz=hal+…+ha | ER 及 |， 
.103 ， 


工 = ixz=ABD 二 二 AD 到， 

- 试 证 工 , = 工 ;. 

证 设 xzEL，, 则 x 可 由 ai,…,a, 线性 表示 . 因 a ,…,a, 可 由 六 ，…, 
线性 表示 , 故 x 可 由 思 ，…, 久 线性 表示 ,所 以 xE 工 : ,这 就 是 说 , 若 xELi, 则 * 
EL ,因此 了 ICL，， 

.类 他 地 可 证 : 若 xEL, 则 xEL ,因此 工 :CL). 

因为 二 二 及) 记 区 二 所 以 二 三 二 2 

定义 7 设 V 为 向 量 空间 ,如果 ”> 个 向 量 a ,a; ,…,a,EV, 且 满足 

(iD) al ya，…，,a, 线性 无 关 ; 

(ii) V 中 任 一 向 量 都 可 由 ai ,e:,，…，,a, 线性 表示 ， 
那么 ,向量 组 ao ,az ，……,a, 就 称 为 向 量 空间 V 的 一 个 基 ,r 称 为 向 量 空间 Y 的 
维 数 ,并 称 V 为 维 向 量 空间 ， 

如 果 向 重 空间 灾 没有 基 ,那么 V 的 维 数 为 0.0 维 向 量 空间 只 含 一 个 零 疝 
量 0. 

若 把 向 量 空间 看 作 向 量 组 , 则 由 最 大 无 关 组 的 等 价 定义 可 知 , V 的 基 就 
是 向 量 组 的 最 大 无 关 组 , V 的 维 数 就 是 向 量 组 的 秩 . 

例如 ,由 例 8 知 , 任 何 ”个 线性 无 关 的 2” 维 向 量 都 可 以 是 向 量 空间 及 ”的 一 
个 基 , 且 由 此 可 知 取 ”的 维 数 为 .所 以 我 们 把 防 " 称 为 ” 维 向 量 空间 . 

又 如 ,向 量 空间 

V=ixz=(0z or) zzE 取 | 

的 一 个 基 可 取 为 : es = (0,1,0,…,0) 7 ,…，,ev=(0,…,0,1) . 并 由 此 可 知 它 是 
2 一 1 维 向 量 空间 . 

由 向 量 组 ao ,a; ,…,a。 所 生成 的 向 量 空间 

工 三 二 +n1a +…+Ma ERI， 

显然 向 量 空间 革 与 向 量 组 ae ,a; ,…，,a。 等 价 , 所 以 向 量 组 al ,ax ，……,a。 的 最 
大 无 关 组 就 是 寺 的 一 个 基 ,向 量 组 al ,a,…,aw 的 秩 就 是 了 的 维 数 ， 

若 向 量 组 al ,ae ,…，,a, 是 向 量 空间 V 的 一 个 基 , 则 V 可 表示 为 

V=flzr=hai+…+ha: | AGER|， 

即 V 是 基 所 生成 的 向 量 空间 ,这 就 较 清 楚 地 显示 出 向 量 空 间 V 的 构造 . 


例如 齐 次 线性 方程 组 的 解 空 间 S= jx14x=0i|, 若 能 找到 解 空 间 的 一 个 基 
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ee ，, 则 解 空 间 可 表示 为 
将 三 本 志 画 自首 间 寺 示人 
定义 8 如果 在 向 量 空间 V 中 取 定 一 个 基 o ,az ,…，,ar ,那么 Y 中 任 一 向 
量 x 可 惟一 地 表示 为 
X=AMiQI 十 AQ 十 … 十 人 Q-， 
数组 1 ,MA ,，…，,》， 称 为 向 量 x 在 基 a ,az,…,a, 中 的 坐标 . 
特别 地 ,在 n” 维 向 量 空间 到 " 中 取 单 位 坐标 向 量 组 el ,ez ,…，,e, 为 基 , 则 以 
ziyzazn 为 分 量 的 向 量 x, 可 表示 为 
涛 二 并 1e1 十 Tez 十 … 十 并 en， 
可 见 向 量 在 基 el ,e:,…,e, 中 的 坐标 就 是 该 向 量 的 分 量 . 因 此 ,el ,ez，…，,e, 叫 
做 尺 " 中 的 自然 基 . 





2 2 一 | 
例 24 设 4=(al,a,a)=| 2 -1 2 | ， 
一 1 2 2 








1 4 
B=(b,5)=| 0 3 
-4 2 


验证 a ,a; ,ai 是 取 的 一 个 基 ,并 求 刀 ,8 在 这 个 基 中 的 坐标 . 

解 ” 要 证 al ,ae ,ai 是 了 极 的 一 个 基 , 只 要 证 al ,az ,ai 线性 无 关 , 即 只 要 证 
4 一 五 . 

设 记 =znat+zaaa+zitas, bz=Zoar+zzaz+Zziads 即 
YI Y12 
(bp52)=(al az a3) , 记 作 另 = 4 大， 


之 21 ”二 22 








对 和 矩阵 (4 ,B) 施 行 初等 行 变换 , 若 4 能 变 为 五 , 则 al,a:,as 为 慌 ' 的 一 个 
基 , 且 当 4 变 为 下 时 ,B 变 为 X=4 也. 











2 2 ,一 | 1 4 1 1 一 1! 3 
到 (rt mt 3) 
(4 , 吾 )== 2 = 一 下 2 0 3 3 -3 0 2 二 3 
= 让 2 2 -4 2 族 汪 | 0 3 .二 二 3 5 
2 4 
1 1 1 1 3 1 0 0 0 
2 
rs(-3) 二 过 人 了 二 有 
人 0 1 0 本 1 0 1 0 元 1 
r33 3 一 记 2 3 
4 $ 
0 001 -1 子 
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因 有 4 一 巨 , 故 ai,a: ,ai 为 了 极 ' 的 一 个 基 , 且 


2 4 
3 -3 
加 2 
(5 8) 一 (ai aa 03) “本 1 |， 
2 
即 D， ,02 在 基 QQ2，Q03 中 的 坐标 依次 为 
2 2 4 ， 2 
攻 醒 恬 有 1 和 本 小, 二. 


例 25 在 下 ' 中 取 定 一 个 基 aiy, ay, ai, 再 取 一 个 新 基 bp ，p; , 设 人 = 
(al ,as,ai), 吾 =(5 ,0 ,53). 求 用 Ci 02，03 表示 D， , 履 > ，D3 的 表示 式 ( 基 变换 
公式 ) ,并 求 向 量 在 两 个 基 中 的 坐标 之 间 的 关系 式 (坐标 变换 公式 ) 


解 (ai,az,ai)=(el,e,ei)4， (el,e,ei)=(al,ay ai)A4 1. 
故 (pb ,pb ,bb3)=(el,e,ei)B=(al,a ai)4 -也 ， 
即 基 变换 公式 为 


(5 ，D2 53) =(al as as) 了， 
其 中 表示 式 的 系数 矩阵 P=4-:B 称 为 从 旧 基 到 新 基 的 过 渡 矩 阵 . 
设 向 量 x 在 旧 基 和 新 基 中 的 坐标 分 别 为 % ,>y: ,ys 和 zi ,zz,zy, 即 
JI 之 1 


x 一 (aaz，a3) .2 |， x=(b，,pD2，p3) Z2 |， 


J3 之 3 
J1 Z1 Zi J 光 1 
故 4|》 |= 中 |zz|， 得 zz|= 呈 ”4|2|， 
J3 Z3 Z3 J3 
之 1 J1 
即 zz | 三 卫 -” | |， 
Z3 Jy3 


这 就 是 从 旧 坐 标 到 新 坐标 的 坐标 变换 公式 ， 
习 是 


1. 已 知 向 重组 
*。， 了 TO06 。 


0 3 2 2 4 
1 0 3 1 一 2 4 
入 :0 三 3 吾 :D 三 一 
2 1 0 1 1 
3 2 I 2 3 


证 明 B 组 能 由 A 组 线性 表示 ,但 4 组 不 能 由 吾 组 线性 表示 ， 


2. 已 知 向 量 组 
0 1 = 1 3 
A:a=|1l,oz=|1|; B:0=| 0 we-| | 
1 0 1 1 < 




















证 明 A 组 与 也 组 等 价 . 
3. 已 知 Ral,a,ai)=2,R(a:,ai,ai)=3, 证 明 
(1) a, 能 由 o: ,ai 线性 表示 ; 
(2) ay 不 能 由 a, ,ea, ,ai 线性 表示 . 
4. 判定 下 列 向 重组 是 线性 相关 还 是 线性 无 关 : 





























一 1 2 1 2 二 由 0 
(1) | 3|,|1| ,|4|; 《2) ， | 
1 0 1 0 0 2 
5. 问 a 取 什么 值 时 下 列 向 量 组 线性 相关 ? 
C 1 1 
Qi 三 | |,a;= QQ|,9qs= | 一 |. 
1 一 | 7 




















6. 设 co ,as 线性 无 关 ,ai + bg,az + 线性 相关 , 求 向 量 关 用 ai,a;: 线性 表示 的 表示 式 . 
7. 设 al,a: 线性 相关 ,5 ,582 也 线性 相关 , 问 al + 加 ,az + pb 是 否 一 定 线性 相关 ? 试 举 
例 说 明之 . 
8. 举例 说 明 下 列 各 命题 是 错误 的 
〈1) 若 向 重组 el ,az,，…,a。 是 线性 相关 的 , 则 a, 可 由 oa,，…,e。 线性 表示 . 
(2) 若 有 不 全 为 0 的 数 1 ,> ，…,Mw ,使 
AI 十 … 十 nau 十 DT+T… 二 AD 一 0 
成 立 , 则 ea,…，,aw 线性 相关 ,六 ，…,5。 亦 线性 相关 . 
(3) 若 只 有 当 1 ,，…，,)。 全 为 0 时 ,等 式 
Ai1GI 十 … 十 AnQn 十 Di+… 二 AD 二 0 
才能 成 立 , 则 al ,，……,aw 线性 无 关 , 证 ，…b。 亦 线性 无 关 ， 
(4) 若 al avw 线性 相关 ,四 ,5。 亦 线性 相关 , 则 有 不 全 为 0 的 数 1 ，… ,ww ,使 
AI … 二 Adan 二 0,A5 +… 十 AD 二 0 
同时 成 立 . 
9. 设 训 =al+ea:,5=aa+ai,b;=a3s+aip =ai+al 证 明 向 重组 ,pb ,5 ,5 线 
性 相关 . 
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10. 设 站 =al,p=a+oa… =o+ez+…+ar, 且 向 是 组 ai,a:, ,ar 线性 无 
关 , 证 明 向 量 组 加 ,5 ,… ,有 线性 无 关 . 
11. 求 下 列 向 量 组 的 秩 , 并 求 一 个 最 大 无 关 组 : 


1 9 二 凤 
100 一 和 
(1) 如 1 一 人 2 二 人 3 三 3 
一 1 10 2 
4 4 -8 
1 4 I 
2 一 上 一 了 
(2) ai = , Q;2 一 ，Q3 一 
1 -5 -4 
3 一 6 元 了 


12. 利用 初等 行 变换 求 下 列 矩 阵 的 列 向 量 组 的 一 个 最 大 无 关 组 ,并 把 其 余 列 向 量 用 最 大 
无 关 组 线性 表示 : 


25 3L1 17 43 112 2 1 
75 9%4 53 132 021 5 -=-! 
(1) (2) 
75 94 54 134 203 -1 3 
25 32 20 48 110 4 =-1! 
13. 设 向 重组 
al f21 ft f2 
3|1,|5 用 3 
1 1 1 




















的 秩 为 2, 求 a ,6. 
14. 设 el,az,…，,a, 是 一 组 维 向 量 ,已 知 z 维 单位 坐标 向 量 e, ,e: ,…,e, 能 由 它们 线 
性 表示 ,证 明 a, ,ea ,… ,a, 线性 无 关 ， 
15. 设 el ,az ,…，,ai 是 一 组 2” 维 向 量 ,证 明 它 们 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 : 任 一 ” 维 
向 量 都 可 由 它们 线性 表示 . 
16. 设 向 量 组 al ,a; ;，…，,a， 线性 相关 , 且 ;天 0, 证 明 存 在 某 个 向 量 eg (2 委 & 委 人) ,使 
ak 能 由 a, ,… ,ak -线性 表示 . 
17. 设 向 重组 B:b ，…,p. 能 由 向 量 组 4 :ai ,…，,a, 线性 表示 为 
《2 =(a eg:) 天 ， 
其 中 天 为 *xyr 和 矩阵 , 且 A 组 线性 无 关 . 证 明 日 组 线性 无 关 的 充分 必要 条 件 是 矩阵 站 的 秩 
民 ( 下 ) = >， 
及 = B2 十 G3 十 … 十 冯 ， 
18, 设 和 ee 
大 :二 站 全 
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证 明 向 重组 cl ,gz ,…，,a&, 与 向 量 组 及 ,8 ,… ,有 等 价 ， 
19. 已 知 3 阶 和 矩阵 4 与 3 维 列 向 量 * 满足 43x=34x- 42:x, 且 向 重组 r,4r,4:x 线性 
无 关 : 
(1) 记 y=4xz,z=4y, 忆 =(x,y,z), 求 3 阶 矩 阵 避 ,使 4P= PB; (2) 求 141. 
20. 求 下 列 齐 次 线性 方程 组 的 基础 解 系 : 
Zi 一 8z;+1i0zrs+2z4= 三 0， 2zi 一 3z, -2z3+ 2Z4 三 0， 
《1) Sxz3 一 xs =0， (2) 人 +4z3 一 2zs=0， 
3zl +8za+ 6z3 一 274=0; 8zri +7zi+6zi 一 37z4=0; 
(3) mrzi+(z-1l)z+…+2zx + 一 0. 
2 -21 3 
9 -32 8 
22. 求 一 个 齐 次 线性 方程 组 ,使 它 的 基础 解 系 为 
5 =(0,1,2,3) ,6=(3,2,1,0) ， 
23. 设 四 元 齐 次 线性 方程 组 


Zi1+2Z2 三 0， 


21. 设 4=| ) ,水 一个 4x2 垂 阵 B, 使 4B= 0, 且 R(B)=2. 


光 1 一 之 2 十 3 =0， 








T2 一 4 =0; Za 一 2 十 4 三 0， 
求 :(1) 方 程 组 工 与 了 的 基础 解 系 ;(2) 工 与 贡 的 公共 解 . 
24. 设 ” 阶 矩阵 4 满足 4 =4 ,已 为 阶 单位 阵 , 证 明 
R(4)+ 玉 (4 -五 )= 了 . 
提示 :利用 和 矩阵 秩 的 性 质 6 和 8. 


25. 设 4 为 2 阶 矩 阵 (z 过 2),4 为 4 的 伴随 阵 , 证 明 


0， 当 R(4A)=m， 
se 当 尺 (4)= 姑 一 1， 
0， 当 R(4) 委 一 2. 
26. 求 下 列 非 齐 次 方程 组 的 一 个 解 及 对 应 的 齐 次 方程 组 的 基础 解 系 ; 


1 十 工 z =3， T1 一 zz+273 一 3zru = 11， 
(1)342zi+ rz+ zi+2r =1，(2) 45zl+3zz+6zs- 4 = 一 1， 
xi +32z， 十 273 十 2z4 二 3; 2 十 47z2 十 2z3 十 zj4= 一 6. 


27. 设 四 元 非 齐 次 线性 方程 组 的 系数 矩阵 的 秩 为 3, 已 知 思 , 玉 ,? 是 它 的 三 个 解 向 量 , 且 


2 11 
31| 2 
了 3: 一 4 ， 了 > 十 了 73 二 3 
] 4 
求 该 方程 组 的 通 解 . 
Cr 二 过 = 村 1 
28 samam se-|| -| -| 1 | ,及 向 量 p= | 8|, 问 a,8 为 
5 4 











10 二 寺 
何 值 时 


”了 I09 ， 


(1) 向 量 情 不 能 由 向 量 组 A 线性 表示 ; 
《2) 向 量 2 能 由 向 量 组 4A 线性 表示 , 且 表 示 式 人 惟一; 
《3) 向 量 少 能 由 向 重组 4 线性 表示 , 且 表 示 式 不 惟一 ,并 求 一 般 表 示 式 . 


QI 0 C1 
29. 设 Q = |az| ,pb= D2 "CC 二 |c2 | ， 
Q3 D3 C3 


Li :az+ey+cl=0， 
证 明 三 直线 eyeena (aei+ 久 天 0,5=1,2,3) 
La32+b3y+cs=0 
相交 于 一 点 的 充分 必要 条 件 为 :向 量 组 e ,b 线性 无 关 , 且 向 重组 e,b,e 线性 相关 . 
30. 设 和 矩阵 4 = (al ,al ,ai ,ay ), 其 中 ai ,ai,al 线性 无 关 ,e =2a; - ai .向 量 5= al + 
az + ai + 44, 求 方程 hx=8 的 通 解 . 
31. 设 引 "是非 齐 次 线性 方程 组 hx= 8 的 一 个 解 ,二 和 …, 5 -是 对 应 的 齐 次 线性 方程 组 
的 一 个 基础 解 系 .证 明 
(1) 9” ,5 和 -线性 无 关 ; 
(2) 1 1 二 人 ”二 和- 线性 无 关 ， 
32. 设 四 ,…，,1 是 非 齐 次 线性 方程 组 hx = 五 的 * 个 解 ,，…k, 为 实数 ,满足 & +A: 
+…+A&,=I. 证 明 
六 三 友 加 十 大 2 作 十 … 十 大: 刀 ， 
也 是 它 的 解 . 
33. 设 非 齐 次 线性 方程 组 hx= 的 系数 矩阵 的 秩 为 >, 1，…?- 1 是 它 的 zx-r+l 
个 线性 无 关 的 解 (由 题 31 知 它 确 有 )- r+1 个 线性 无 关 的 解 ). 试 证 它 的 任 一 和 解 可 表示 为 
xz=AI1 十 + (其 中 心 十 +- 一 1)， 
34. 设 V = iz=(zz…zo) zi…zrE 取 满足 zi+…+=0|， 
=fz=(zzzr) zziER 满 足 zi+…+z = 二， 
问 V, , V: 是 不 是 向 量 空间 ? 为 什么 ? 
35. 试 证 由 al = (0,1,1)7 ,as=(1,0,1) ,ai=(1,1,0) 所 生成 的 向 量 空间 就 是 慌 ' . 
36. 由 ai=(1,1,0,0) ,as =(1,0,1,1) 所 生成 的 向 量 空间 记 作 L, 由 加 = (2, 一 1,3， 
3) ,5 =(0,1,-1,-1) 所 生成 的 向 基 空 间 记 作 工 : , 试 证 L = 工 : ， 
37. 验证 al =(1,-1,0)7,a:=(2,1,3)7 ,ai=(3,1,2)7 为 卫 的 一 个 基 , 并 把 w = (5,0， 
7) ,mm=(-9,-8,-13) 用 这 个 基线 性 表示 . 
38. 已 知 了 的 两 个 基 为 




















1 1 | | 2 | 
el= |1|，,e; = 0|l,a=|0| 及 册 =|2|,5=13|,5 = |4|， 
| 一 ] 1 代 二 3 


求 由 基 QQ2 03 到 基 8 ， ， ,3 的 过 渡 和 矩阵 卫 . 
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第 五 章 
相似 年 阵 及 二 次 型 


本 章 主要 讨论 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 \ 方 阵 的 相似 对 角 化 和 二 次 型 的 化 
简 等 问题 .其 中 涉及 向 量 的 内 积 , 长 度 及 正 交 等 知识 ,下 面 先 介绍 这 些 知识 . 


$1 向 量 的 内 积 . 长 度 及 正 交 性 


定义 1 设 有 ?7 维 向 量 


尼 n JJ 
令 [xz,y]=zyi+Zayz 十 十 Toyn， 
[xz ,y] 称 为 向 量 x 与 ?的 内 积 . 
内 积 是 两 个 向 量 之 间 的 一 种 运算 ,其 结果 是 一 个 实数 ,用 矩阵 记号 表示 , 当 
xz 与 都 是 列 向 量 时 ,有 
[x,y]=xy， 
内 积 具 有 下 列 性 质 ( 其 中 x,y,z 为 7 维 向 量 ,， 为 实数 ): 
(iD [x,y]=[y,xj]; 
(ii) [ax,y]=A[xz,y]i 
(ii) [x+y,z]j=[x,z]j+[y,zj]i 
(iv) 当 x=0 时 ,[x,x]j=0; 当 x 关 0 时 ,[x,x]>0. 
这 些 性 质 可 根据 内 积 定义 直接 证 明 ,请 读者 给 出 相关 证 明 . 利 用 这 些 性 质 ， 
还 可 证 明 施 瓦 茨 (Schwarz) 不 等 式 ( 这 里 不 证 ) 
[x,y?】 委 [x,z][y,y]. 
在 解析 几何 中 ,我 们 曾 引 进 向 量 的 数量 积 
xy=|xllyjcos 0， 
且 在 直角 坐标 系 中 ,有 
(zizazvz3) yy，3y3) 一 菩 yiI 二 yz 十 并 3， 
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?2 维 向 量 的 内 积 是 数量 积 的 一 种 推广 .但 ” 维 向 量 设 有 3 维 向 量 那样 直观 的 长 
度 和 夹 角 的 概念 ,因此 只 能 按 数量 积 的 直角 坐标 计算 公式 来 推广 .并 且 反 过 来 ， 
利用 内 积 来 定义 ” 维 向 量 的 长 度 和 夹 角 

定义 2 令 

| xl =VIx,xzJ=Vzi+zz+… 二 2 

| x 下 称 为 ” 维 向量 x 的 长 度 ( 或 范 数 ). 

当 | xll=1 时 , 称 x 为 单位 向 量 . 

向 量 的 长 度 具 有 下 述 性 质 : 

(i) 非 负 性 当 x 天 0 时 ,zll>0; 当 x=0 时 ,xll=0; 

(ii) 齐 次 性 azl=1axlllzll; 

(iii) 三 角 不 等 式 1xz+yl 科 lxll+|ylh， 

证 〈i) 与 (ii 是 显然 的 ,下 面 证 明 (iii) . 

x+yl =[x+yz+y=[xrx]j+2[x,y]+[y,y]， 
由 施 瓦 茨 不 等 式 , 有 
[xz,y] 和 vvfx,rj[y,y]， 
从 而 lxz+y 上 和 [xxz]+2wV[Ix,xj[y,yJ+[y,y] 
=|xzl +21xzlllyll+lyl=(lxl+llyll)， 

即 上 x+yl 和 lxll+ 直 yl， 证 毕 

由 施 瓦 蒋 不等式, 有 

1[xz,y]| 委 1xzl lylh， 





[x,y] ， 
故 1 站 < ( 当 1z11y1z0 时 )， 
于 是 有 下 面 的 定义 ， 
当 x 天 0,y 尖 0 时 ， 
0 = arccos [xy] 
儿 J 


称 为 2 维 向 量 x 与 y》 的 夹 角 ，. 
当 [z,y]=0 时 , 称 向 量 x 与 ?了 正 交 , 显 然 , 若 x=0, 则 x 与 任何 向 量 都 
正 交 . 
下 面 讨 论 正 交 向 量 组 的 性 质 . 所 谓 正 交 向 量 组 ,是 指 一 组 两 两 正 交 的 非 零 
向 量 . 
定理 1 若 维 向 量 ai,a,,…,a, 是 一 组 两 两 正 交 的 非 零 向 量 , 则 a,， 
az,…，4 线性 无 关 . 
证 设 有 ) ,AM ，…,), 使 
“。 JI12 。 


Mai+Aal 十 … 二 AQ =0， 


以 ar 左 乘 上 式 两 端 , 因 当 ;2 时 ,al ae =0, 故 得 


,aiali=0， 
因 a ,天 0, 故 ayal= ea, 作 夫 0, 从 而 上 必 有 =0. 类 似 可 证 1 =0,…, ,=0 
于 是 向 量 组 c ,az ,… ,a, 线性 无 关 . 
例 1 已 知 3 维 向 量 空间 了 及 中 两 个 向 量 
1 1 
Qi 三 | 二 色 
] 











1 
正 交 , 试 求 一 个 非 零 向 量 Q3 ,使 CI 02，03 两 两 正 交 . 


al 1 1 
w 2 三 沁 小 
ai 应 满足 齐 次 线性 方程 kx=0, 即 


全 -他 


过 3 


”全 1 1lVrf0 1 
4 ~ ~ 
oo 





1 0 

_ -1 -1 

但”-。 ,从 而 有 基础 解 系 | 0|. 取 ai = | 0| 即 合 所 求 . 
1 1 
定义 3 














设 ” 维 向 量 e,ez,，…，,e, 是 癌 量 空间 V(VYC 了 到 " ) 的 一 个 基 ,如果 
el,…，,e' 两 两 正 交 , 且 都 是 单位 向 量 , 则 称 e,…，,e, 是 Y 的 一 个 规范 正 交 基 . 


工 0 0 
V2 V2 0 0 
1 1 1 1 
例如 ei 三 万 e， 万 ej e4 二 < 
0 0 1 1 
0 0 了 三 
就 是 桶 的 一 个 规范 正 交 基 . 


和 若 ej,…,e, 是 V 的 一 个 规范 正 交 基 ,那么 V 中 任 一 向 量 a 应 能 由 e, ,… 
e, 线性 表示 , 设 表示 式 为 


@ 三 Aiei 十 ea 十 … 十 人.e,， 


为 求 其 中 的 系数 1,(i=1,…,r), 可 用 er 左 乘 上 式 , 有 


了 


ejda=)ieiei 一 1i， 

即 ,=eia=[a,e]， 
这 就 是 向 量 在 规范 正 交 基 中 的 坐标 的 计算 公式 .利用 这 个 公式 能 方便 地 求 得 向 
量 的 坐标 ,因此 ,我 们 在 给 向 量 空间 取 基 时 常常 取 规 范 正 交 基 . 

设 al ,……，,a, 是 向 量 空间 Y 的 一 个 基 , 要 求 V 的 一 个 规范 正 交 基 . 这 也 就 
是 要 找 一 组 两 两 正 交 的 单位 向 量 el ,…，,e, ,使 el,…，,e, 与 al,…，,a, 等 价 .这 样 
一 个 问题 , 称 为 把 ai ,…，,a, 这 个 基 规 范 正 交 化 . 

我 们 可 以 用 以 下 办 法 把 ae; ,…，,a, 规范 正 交 化 : 取 





Di 三 QI; 
8 [5 ay] 
三 人， 一 ; 
2 汪 [5 ，,b] 上 
[boy] [ba,] [2 ，,a,] 
” [bb [bp “ 人 


容易 验证 记 ,… ,8 两 两 正 交 , 且 六 ，…，, 与 al ,aa 等 价 ， 
然后 只 要 把 它们 单位 化 , 即 取 


一 2 1 和 昌 提 一 
人 


就 是 Y 的 一 个 规范 正 交 基 . 
上 述 从 线性 无 关 向 量 组 ai ,…,a, 导出 正 交 向 量 组 六 ,bx 的 过 程 称 为 施 


密 特 (Schimidt) 正 交 化 过 程 . 它 不 仅 满 足 六 ,，… ,8 与 al,…，,a: 等 价 , 还 满足 :对 
任何 RCI 委 & 委 rr) , 癌 量 组 p， 9 ， 与 qi ”CR 等 价 . 

















一 汪 4 
例 2 设 ai=| 2|,a=| 3l,as:= 区 ,试用 施 密 特 正 交 化 过 程 把 这 
一 1 | 0 
组 向 量规 范 正 交 化 . 
解 取 思 =ali; 








_ [as ,D] [as ,2 ] 
人 


上 


(AD 
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再 把 它们 单位 化 , 取 


1 
| 2 了 
一 


“TDT= 毛 
Cl，e2，e3 即 合 所 求 . 

本 例 中 各 向 量 如 图 $.1 所 示 . 用 解析 几何 的 术语 解释 如 下 : 

pb 三 Q; 一 2， ,而 C2 为 全 2 在 D， 上 的 投影 向 
量 , 即 








c=|。 六 ] 六 -Laz,b]， 
[TBT TBT 下 人 Te 


p3 三 43 -cs ,而 C3 为 纪 3 在 平行 于 Di ,D， 的 
平面 上 的 投影 向 量 , 由 于 | 2 , 故 C3 等 于 人 3 
分 别 在 D， ) D， 上 的 投影 向 量 ci 及 cy 之 和 , 即 





) 力 ,用 
ce 图 5.1 
1 
例 3 已 知 at = 1 , 求 一 组 非 零 向 量 az ,ai ,使 CC，Q3 两 两 正 交 . 
1 








解 a: ,ai 应 满足 方程 aux=0, 即 


Zi1+2Z2+Z3 三 0， 


ce 


把 基础 解 系 正 交 化 , 即 合 所 求 . 亦 即 取 


它 的 基础 解 系 为 


| 汪 河 半 


其 中 [=1,[E ,6 ]=2, 于 是 得 











1 0 1 全 训 
G02 二 0 | ,as 三 - 亏 0| = 亏 2 | . 
ee 一 1 一 圭 三 站 





定义 4 如 果 ? 阶 矩 阵 4 满足 
ATI4= 瑟  ( 即 4-1=47)， 
那么 称 4 为 正 交 矩阵 ,简称 正 交 阵 . 
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上 式 用 4 的 列 向 量 表示 , 即 是 


工 
QI 


T 


2 (ai az,…，ay)= 五 ， 
av 
亦 即 (aia)=(3)， 
这 也 就 是 二 个 关系 式 
1, 当 ;= 
Ta = 人 = 人 
Qi:0 让 0 , 当 2 (2 7 ) 


这 就 说 明 : 方 阵 4 为 正 交 阵 的 充分 必要 条 件 是 4 的 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 两 
两 正 交 . 

因为 4 4= 巨 与 44 = 巨 等 价 ,所 以 上 述 结 论 对 4 的 行 向 量 亦 成 立 . 

由 此 可 见 ,， 阶 正 交 阵 4 的 = 个 列 ( 行 ) 向 量 构成 向 量 空间 玉 " 的 一 个 规范 正 
交 基 . 


例 4 验证 矩阵 
二 癌 二 
2 2 2 2 
证 人 和 
2 亚 浊 - 和 
有 三 
二 
万 万 
1 | 
0 0 一 一 
v2  V2 
是 正 交 阵 . 


证 己 的 每 个 列 向 量 都 是 单位 向 量 , 且 两 两 正 交 ,所 以 已 是正 交 阵 . 

正 交 矩阵 有 下 述 性 质 : 

(iD) 车 4 为 正 交 阵 , 则 4- :=47 也 是 正 交 阵 , 且 |141=1 或 (-1); 

(ii) 若 4 和 另 都 是 正 交 阵 , 则 48 也 是 正 交 阵 ， 

这 些 性 质 都 可 根据 正 交 阵 的 定义 直接 证 得 ,请 读者 证 明之 . 

定义 $ 若 中 为 正 交 矩阵 , 则 线性 变换 ?= Px 称 为 正 交 变换 . 

设 ?= Px 为 正 交 变 换 , 则 有 

ly =Vy=Vr PPr=Vxzx= zl. 

由 于 | x | 表示 向 重 的 长 度 ,相当 于 线段 的 长 度 ,因此 | yl = | xz 由 说 明 经 
正 交 变换 线段 长 度 保 持 不 变 ( 从 而 三 角形 的 形状 保持 不 变 ), 这 是 正 交 变换 的 优 
良 特 性 . 
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$2 方 阵 的 特征 值 与 特征 向 量 


工程 技术 中 的 一 些 问 题 ,如 振动 问题 和 稳定 性 问题 , 常 可 归结 为 求 一 个 方 阵 
的 特征 值 和 特征 向 量 的 问题 .数学 中 诸如 方 阵 的 对 角 化 及 解 微分 方程 组 等 问题 ， 
也 都 要 用 到 特征 值 的 理论 . 

定义 6 设 4 是 : 阶 和 矩阵 ,如 果 数 4 和? 维 非 零 列 向 量 x 使 关系 式 

4x 三 AM (1 ) 

成 立 ,那么 ,这样 的 数 1 称 为 矩阵 4 的 特征 值 , 非 零 向 量 x 称 为 4 的 对 应 于 特征 
值 4 的 特征 向 量 . 

(1) 式 也 可 写成 

(4-\))x=0， 

这 是 ”个 未 知 数 ” 个 方程 的 齐 次 线性 方程 组 , 它 有 非 零 解 的 充分 必要 条 件 是 系 
数 行列 式 


14=-) 匹 |=0， 
at 一 人 公 12 四 Qiln 
Q21 CC22 一 人 Ca2n 
即 =0 
Qul Lv2 Sa Cun 和 从 


上 式 是 以 4 为 未 知 数 的 一 元 ? 次 方程 , 称 为 矩阵 4 的 特征 方程 . 其 左 端 
14-) 瑟 | 是 ) 的 ”次 多 项 式 , 记 作 F(X), 称 为 矩阵 4 的 特征 多 项 式 ,显然 ,4 
的 特征 值 就 是 特征 方程 的 解 .特征 方程 在 复数 范围 内 恒 有 解 ,其 个 数 为 方程 的 次 
数 ( 重 根 按 重 数 计算 ) ,因此 ,” 阶 矩阵 4 在 复数 范围 内 有 ? 个 特征 值 . 

设 ” 阶 和 矩阵 4 =(a, ) 的 特征 值 为 1, ,1 ，……h, ,不 难 证 明 

(AT+A2TT 十 一 Qi 十 Q22 十 二 Cn 

(ii) 02… 和 ,=|41|. 

设 = 为 矩阵 4 的 一 个 特征 值 , 则 由 方程 


(4-A)BE)x=0 
可 求 得 非 零 解 x= 下 ,那么 Pi 便 是 4 的 对 应 于 特征 值 , 的 特征 向 量 .( 若 ); 为 
上 AU)=(-A)a -Au)…(。 -2), 其 中 和》 的 系数 依次 为 122 各 (-1)21(AI+ 


42+…+hu); 故 只 需 证 明 多 项 式 14 -) 吾 | 中 和 加 -的 系数 依次 为 |41 和 ( -1)” 1(eii +azz++ + 


an ). 
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实数 , 则 户 可 取 实 向 量 ; 若 1; 为 复数 , 则 挛 为 复 向 量 . ) 


例 5 求 失 阵 4 = { _ “3 的 特征 值 和 特征 向 量 


解 4 的 特征 多 项 式 为 
3-) -1 
4-iBI-| =G-i-1=8-Gat 
-1 3-) 
=(4-A)(2- 1)， 


所 以 4 的 特征 值 为 ,=2,); =4. 
当 )=2 时 ,对 应 的 特征 向 量 应 满足 





3-2 -1Vfz] 710 1 -1Wfz 1 10 
-1 同日 晤 了 构 中 2]=() 
解 得 z; = za ,所 以 对 应 的 特征 向 量 可 取 为 
1 
om 人 中 
当 )>=4 时 ,由 
3-4 一 1 zi 0 -1 一 1 |z 0 
三 ,= 全 人 上 
解 得 z, = - zi ,所 以 对 应 的 特征 向 量 可 取 为 
-1 
op 中 


显然 , 兰 户 是 矩阵 4 的 对 应 于 特征 值 X, 的 特征 向 量 , 则 &p; (4 和 0) 也 是 对 


应 于 1; 的 特征 向 量 . 
例 6 求 矩 阵 


局 定 王 
一 





的 特征 值 和 特征 向 量 . 
解 4 的 特征 多 项 式 为 
= 过 0 
-4 3-4 0 
1 0 = 


所 以 4 的 特征 值 为 ,=2,), = =1. 
当 )=2 时 , 解 方程 (4 -2 忆 )x=0. 由 
。 118 ， 


14-)|= =(2-))(1-A))， 








和 一 2 歼 = 


He 


-3 1 0 1 0 0 
一 4 0| 一 |0 1 0|， 
1 0 0 0 0 0 


0 
0 





”得 基础 解 系 Pi 二 


? 








1 
所 以 即 ,(& 尖 0) 是 对 应 于 1 =2 的 全 部 特征 向 量 . 
当 ) =A)3=1 时 , 解 方程 (4 -下 )x=0. 由 











-2 10l ff101 
4-BE=|-4 2 0|~io 1 | 
101j oo 
= 
得 基础 解 系 p2:=|--2|， 
1 








所 以 色 ;(& 尖 0) 是 对 应 于 1,。 = , = 1 的 全 部 特征 向 量 . 
例 7 求 矩 阵 














-2 
4=| 0 
-4 1 
的 特征 值 和 特征 向 量 . 
-2-) 1 
解 14 一 ) 五 | = 0 2-)1 0 
一 4 1 3-，) 
-2-) 1 
-G- 让 本 


=(2-1)(1 玉 -2) 
= 一 (A+1)(4 一 2)， 
所 以 4 的 特征 值 为 1,= -1,1; = =2. 
当 )=-1 时 , 解 方程 (4+ 互 )x=0. 由 


二 过 
人 | 
-4 1 4 

0 

工 


四 


入 + 盏 = 





得 基础 解 系 





人 


所 以 对 应 于 ,= -1 的 全 部 特征 向 量 为 &p,(& 天 0). 
当 2=A3=2 时 , 解 方程 (4 一 2 殖 )x=0. 由 


-411Tr-411 
5 |。 中 
-4 1 1 0 0 0 
0 


得 基础 解 系 P: 二 





jw 


”及 3 一 


9 











0 
4 





-1 
所 以 对 应 于 1; =); =1 的 全 部 特征 向 量 为 
到 2 用? 十 天 3 了 3 (上 &> ，&3 不 同时 为 0). 

例 8 设 ) 是 方 阵 4 的 特征 值 ,证明 

(1) )? 是 42? 的 特征 值 

(2) 当 4 可 道 时 ,元 是 4 的 特征 值 

证 因 1 是 4 的 特征 值 , 故 有 天 0 使 4p= 和 Pp. 于 是 

(1) 42p=A4(4p)=4(Mp)=)(4p)= 和 了 ， 
所 以 对 是 4 的 特征 值 . 

(2) 当 4 可逆 时 ,由 4p=APp, 有 =A)4 ”Pp, 因 闻 关 0, 知 和 天 0, 故 

Ap= 
A 

所 以 元 是 4 的 特征 值 ， 证 毕 

按 此 例 类 推 , 不 难 证 明 : 若 是 4 的 特征 值 , 则 愉 是 4* 的 特征 值 ;p(、》) 是 
2(4) 的 特征 值 ( 其 中 p(A)=ao+aiui+…+a” 是) 的 多 项 式 ,P(4)= ao 五 
+al4+…+a4” 是 矩阵 4 的 多 项 式 ). 

例 9 设 3 阶 矩阵 4 的 特征 值 为 1,-1,2, 求 4 "+34-25 的 特征 值 . 

解 因 4 的 特征 值 全 不 为 0, 知 4 可 六 , 故 4"=1414- .而 |4|= 
AAA = 一 2, 所 以 

4 "+34-25= -24-' +34 一 2 五 . 

把 上 式 记 作 p(4), 有 (4) = -对 +3A-2. 这 里 ,9(4) 虽 不 是 矩阵 多 项 式 ,但 
也 具有 和 矩阵 多 项 式 的 特性 ,从 而 可 得 (4) 的 特征 值 为 p(1) = - 1， 
-1l)= 一 3,p(2)=3. 

定理 2 设 AAA 是 方 阵 A4 的 和 个 特征 值 , p， 有 2 依次 是 与 
之 对 应 的 特征 向 最 ,如果 1, ,1 ,…,。 各 不 相等 , 则 六 ,pp ,…，,p。 线 性 无 关 . 
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证 用 数学 归纳 法 . 

当 m =1 时 , 因 特 征 向 量 p, 天 0, 故 只 含 一 个 向 量 的 向 量 组 P 线性 无 关 . 

假设 当 呈 = 天 -工时 结论 成 立 ,要 证 当 =& 时 结论 志 成 立 . 即 假设 向 量 组 pl ,p:,…， 
及 -线性 无 关 , 要 证 向 量 组 六 ,pz ，,P 线性 无 关 . 为 此 , 令 

Zipli+zzpz 二 … 二 -ip +ztpkt 二 0， (2) 
用 4 左 乘 上 式 , 得 
Ti4pi + 4p2+…+z-14p -+z4pP =0， 
即 zipiT+Tz2nAap2z 二 + -IIT+TTP 二 0， (3) 
(3) 式 减 去 (2) 式 的 xx 倍 , 得 
zhii-)p+zn 一 Ai)p+T… 和 + 一 Pi =0. 

按 归 纳 法 假设 mi ,p: ,，…，, 户 -线性 无 关 , 故 zi 天 )=00G=12 一 1). 而 和 一 和 天 0 
(=1,2,…, 上 -1), 于 是 得 mm =0G=1,2,…,-1), 代 人 (2) 式 得 xm =0, 而 下 和 关 0, 得 
2 =0. 因 此 ,向 量 组 Pi ,p:,…，, 有 线性 无 关 . 

例 10 设 1, 和 》，; 是 矩阵 4 的 两 个 不 同 的 特征 值 , 对 应 的 特征 向 量 依次 为 
P, 和 P: ,证 明 Pi + P: 不 是 4 的 特征 向 量 ， 

证 ” 按 题 设 ,有 4pPi = Apl,4pa = 12P2 , 故 

A(Pi+Ppz)=Aipi+Aip2z， 

用 反 证 法 ,假设 站 +Pp: 是 4 的 特征 向 量 , 则 应 存在 数 和 ,使 4(P+ 户 )= 

人 (P， + p; ) ,于 是 
AM(pi+p:z)=AMipi+Azp, 即 (Ai 一 A)Ppi+(M 一 和 )p2=0， 

人 天 1 , 按 定理 2 知 Pi ,p;: 线性 无 关 , 故 由 上 式 得 和 -=》A-A=0, 即 和 
= )， ,与 题 设 矛 盾 . 因 此 让 + 户 不 是 A 的 特征 向 量 . 


8$3 相似 和 矩阵 


定义 7 设 4,B 都 是 ” 阶 矩阵 , 若 有 可 逆 和 矩阵 己 , 使 
P-:4P=， 

则 称 吾 是 4 的 相似 矩阵 ,或 说 矩阵 4 与 召 相 似 . 对 4 进行 运算 已 4P 称 为 对 
4 进行 相似 变换 ,可 道 矩 阵 忆 称 为 把 4 变 成 如 的 相似 变换 矩阵 . 

定理 3 车 ” 阶 矩 阵 4 与 妃 相 似 , 则 4 与 B 的 特征 多 项 式 相同 ,从 而 4 与 
3 的 特征 值 亦 相同 . 

证 因 4 与 妃 相 似 , 即 有 可 逆 和 矩阵 己 , 使 P ”4P= 另 . 故 

| 吾 -) 五 |=|P ”4P- 了 (ME)PI=|P (4-AE)PI| 


“了 IT21 ， 


=|P 14-) 王 IIPI=14-)|. 
推论 若 ” 阶 矩阵 4 与 对 角 阵 
hi 
2 


4A， 
相似 , 则 1 ,1;，,…，,), 即 是 4 的 ”个 特征 值 . 

证 Ah2，… ,2 即 是 4 的 2 个 特征 值 ,由 定理 3 知 1 ,1 ，…,n。 也 就 
是 4 的 2 个 特征 值 . 证 毕 
在 第 二 章 中 我 们 曾 指 出 : 若 4= PBP-:, 则 4:=PBcP-:.4 的 多 项 式 

0(4)= Pop( 如 )P-. 
特别 ,车 有 可 逆 矩 阵 尼 使 忆 4P=A4 为 对 角 阵 , 则 
4'=P4*P,p(4)=Pp(4)P-， 
而 对 于 对 角 阵 4 ,有 
1 2p(CA， ) 
| 
op(1，) 
由 此 可 方便 地 计算 4 的 多 项 式 p(4 )， 

有 一 个 很 有 趣 的 结论 : 设 F(1) 是 矩阵 4 的 特征 多 项 式 , 则 F(4)= O. 这 个 
结论 的 证 明 比 较 困 难 , 但 若 4 与 对 角 阵 相 他 , 则 容易 证 明 此 结论 .这 是 因为 : 若 
4 与 对 角 阵 相似 , 即 有 可 道 矩 阵 忆 , 使 P- 4P=A4=diag(1，…，,,) ,其 中 办， 
为 4 的 特征 值 , 有 F(A;,)=0. 于 是 ,由 4=PAP-':, 有 
AT) 


A(4)=PF(4)P ”= 忆 PP 








FA，) 
= POP- = 0. 
下 面 我 们 要 讨论 的 主要 问题 是 :对 ” 阶 和 矩阵 4 ,寻求 相似 变换 矩阵 己 , 使 
P ”4P=':4 为 对 角 阵 ,这 就 称 为 把 矩阵 4 对 角 化 . 
假设 已 经 找到 可 逆 和 矩阵 P, 使 P-4P=A4 为 对 角 阵 ,我 们 来 讨论 焉 应 满足 
什么 关系 . 
把 己 用 其 列 向 量 表示 为 
卫 =(Pi ,pz，…Pp,)， 
由 了 4P=A4, 得 4P=PA, 即 
。， 122 ， 
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A2 
4(4Ppi ,六 2 ，…，P， ) 二 (Pi 及: 0 


=(A PLXAz2Ppa2，…， hop，)， 

于 是 有 4P; = 和,P， (ii=1,2,……,7). 
可 见 ; 是 4 的 特征 值 ,而 呈 的 列 向 量 疡 就 是 4 的 对 应 于 特征 值 ;, 的 特征 向 
量 . 

反之 ,由 上 节 知 4 恰好 有 ?2 个 特征 值 , 并 可 对 应 地 求 得 2 个 特征 向 量 , 这 ? 
个 特征 向 量 即 可 构成 矩阵 P, 使 4P= P4.( 因 特征 向 量 不 是 惟一 的 ,所 以 矩阵 
卫 也 不 是 惟一 的 ,并 且 已 可 能 是 复 矩 阵 . ) 

余下 的 问题 是 : 忆 是 否 可 逆 ? 即 Pi,p:,…，,p, 是 否 线性 无 关 ? 如 果 己 可 
闭 , 那 么 便 有 P-:4P=A4, 即 4 与 对 角 阵 相似 . 

由 上 面 的 讨论 即 有 

定理 4 ?” 阶 和 矩阵 4 与 对 角 阵 相似 ( 即 4 能 对 角 化 ) 的 充分 必要 条 件 是 4 
有 ?个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 

联系 定理 2, 可 得 

推论 ”如果 ，” 阶 矩阵 4 的 ”个 特征 值 互 不 相等 , 则 4 与 对 角 阵 相似 . 

当 4 的 特征 方程 有 重 根 时 ,就 不 一 定 有 ?2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 从 而 不 
一 定 能 对 角 化 .例如 在 例 6 中 4 的 特征 方程 有 重 根 ,确实 找 不 到 3 个 线性 无 关 
的 特征 向 量 , 因 此 例 6 中 的 4 不 能 对 角 化 ;而 在 例 7 中 4 的 特征 方程 也 有 重 
根 ,但 能 找到 3 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 因 此 例 7 中 的 4 能 对 角 化 . 








0 0 1 
例 11 设 4=|1 1 z|， 
1 0 0 
问 z 为 何 值 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 ? 
一 0 1 
-和 1 

解 |4-)EI=|1 1- 和 xz -4-| 

1 0 一 和 








下 
得 = -1,1=A)3=1. 
对 应 单 根 ,= -1, 可 求 得 线性 无 关 的 特征 向 量 恰 有 1 个 , 故 矩 阵 4 可 对 角 
化 的 充分 必要 条 件 是 对 应 重 根 1; = M; =1, 有 2 个 线性 无 关 的 特征 向 量 , 即 方程 
(4 -五 )x=0 有 2 个 线性 无 关 的 解 , 亦 即 系数 矩阵 4 -五 的 秩 R(4 一 巨 )=1. 
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-1 0 1 
1 0 工 
1 0 -1 

要 R(C4- 巨 )=1, 得 z+1=0, 即 z= 一 |. 

因此 , 当 z= -1 时 ,矩阵 4 能 对 角 化 . 


$4 对 称 和 矩阵 的 对 角 化 


一 个 阶 矩 阵 具 备 什么 条 件 才能 对 角 化 ? 这 是 一 个 较 复 杂 的 问题 .我 们 对 
此 不 进行 一 般 性 的 讨论 ,而 仅 讨 论 当 4 为 对 称 阵 的 情形 . 

定理 5 对 称 阵 的 特征 值 为 实数 . 

证 设 复数 ) 为 对 称 阵 4 的 特征 值 , 复 向 重 x 为 对 应 的 特征 向 重 , 即 hr = Mx,x 天 0. 

用 》 表示 》 的 花 复数,z 表示 x 的 共 枢 复 向 量 ,而 4 为 实 矩 阵 , 有 4=A, 故 47= 
4r=(4Ax)=(Mx)= 1z. 于 是 有 

T 4Y= 交 (4x)= 交 AMx = ACTY， 

及 FAY= (4T)x=(A5F)TIY= (AR) TY= ACETY， 
两 式 相 减 ,得 (1-A)z rr=0， 
但 因 x 天 0, 所 以 


由 4- 巨 = 








1 0 一 1 
一 |!|0 0 xz+1l|， 


0 0 0 


元 工 一 二 mi = 阿 |zri 夭 0， 
= 1 = 1 


故 4-4=0, 即 1=A, 这 就 说 明 是 实数 . 证 毕 
显然 , 当 特 征 值 , 为 实数 时 , 齐 次 线性 方程 组 
(4-) 瑟 )x=0 
是 实 系 数 方程 组 ,由 |4 -》|=0 知 必 有 实 的 基础 解 系 , 所 以 对 应 的 特征 向 量 
可 以 取 实 向 量 . 


定理 6 设 1,,); 是 对 称 阵 4 的 两 个 特征 值 , p ,p: 是 对 应 的 特征 向 量 . 若 
天 1, 则 六 与 P: 正 交 ， 

证 pi=A4pi,nzpz=A4p:,Ai 天 Ah2， 

因 4 对 称 , 故 pi=()p) =(4p) =PI4 =Ppi4, 于 是 

hpLPp:= PiAp:=PI(A:pz)=A》2piPpz， 

即 (), 一 2)Pplpa=0. 

但 和 天 1:, 故 卜 p=0, 即 Pi 与 p: 正 交 . 

定理 7 设 4 为 2 阶 对 称 阵 , 则 必 有 正 交 阵 P, 使 P- :4P=' 4P=A4, 其 
中 人 4 是 以 4 的 > 个 特征 值 为 对 角 元 的 对 角 阵 . 

此 定理 不 予 证 明 ， 
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推论 设 4 为 2 阶 对 称 阵 ,) 是 4 的 特征 方程 的 & 重 根 , 则 和 矩阵 4- 4) 的 
秩 R(4-)E)=7?2-A, 从 而 对 应 特征 值 x 恰 有 A 个 线性 无 关 的 特征 向 县 . 

证 ” 按 定理 7 知 对 称 阵 4 与 对 角 阵 4 = diag(1, ，…,),) 相 似 , 从 而 4 一 MX 五 
与 4A-)E=diag(A -2 -A) 相 似 . 当 是 4 的 & 重 特征 根 时 ,Ah 
这 ?2 个 特征 值 中 有 个 等 于 ,有 7- 个 不 等 于 人 ,从 而 对 角 阵 4- ) 巨 的 对 角 
元 恰 有 上 & 个 等 于 0, 于 是 R(4A-)E)=72-&. 而 R4-)iE)=RA-)), 所 以 
R(4-) 瑟 )=7 一 . 证 毕 

依据 定理 7 及 其 推论 ,我 们 有 下 述 把 对 称 阵 4 对 角 化 的 步骤 : 

(i) 求 出 4 的 全 部 互 不 相等 的 特征 值 M,,…,1,, 它 们 的 重 数 依 次 为 情 ，…， 
& (上 十 … 十 民 , 二天) 

” (ii) 对 每 个 刀 重 特征 值 X , 求 方程 (4 - X 殖 )x=0 的 基础 解 系 ,得 妃 个 线 
性 无 关 的 特征 向 量 .再 把 它们 正 交 化 .单位 化 ,得 卢 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 
量 . 因 &, + …+,=7, 故 总 共 可 得 2 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 重 . 

(iii) 把 这 2 个 两 两 正 交 的 单位 特征 向 量 构成 正 交 阵 卫 , 便 有 王 … 4P = 
P 4P=4. 注 意 4 中 对 角 元 的 排列 次 序 应 与 己 中 列 向 量 的 排列 次 序 相对 应 . 











0 -1 1 
例 12 设 4A=|-1 0 1|， 
1 10 
求 一 个 正 交 阵 P, 使 P -4P=A 人 4 为 对 角 阵 . 
解 由 
-和 -1 1 1-114-1 0 1- 0 0 
[六 | 
1 1-=-， 1 1 -A) 1 2  -》， 




















=(1-1)(12+A-2)= 一 (-1)(+2)， 
求 得 4 的 特征 值 为 hf = -2,);=)3=1， 
对 应 4, = -2, 解 方程 (4+2)x=0, 由 
2 -1 1 
2 “| 
1 1 2 


入 十 2 五 = 











-1 
得 基础 解 系 上 E, = 区 
1 
对 应 1 = 3 =1, 解 方程 (4 -已 )x=0, 由 


1 

0 

0 
.将 单位 化 ,得 w 刘 | 
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-1 一 | 1 1 1 一 1 
4 -五 =|-1 -1! 1| 一 |0 0 0|， 


上 ”站 三 纪 00 0 


相 





一 1 























0 
将 二 ,E; 正 交 化 : 取 人 = 《上 ，， 
| 
_E _ Lo53 _ 加 
113 = 53 下 到 生殖 一 | "| 开 | 芝 有 | 旬 |: 
1 0 2 
1 1 
再 将 中， 玉音 位 化 ,得 户 一 廊 了 :PP 天 
0 2 
将 Pi ,pz,pi 构成 正 交 和 矩阵 
本 
3 2 WwW6 
_ 本 
王 =(Pi ,paz,p3) = 本 本 E | ， 
1 2 
3 人 
一 0 
有 P-'4P=PI4P=4=| 0 1 | 
0 0 1| 





2 -1 
例 13 设 4=| 1 ?永生 
解 因 4 对 称 , 故 4 可 对 角 化 , 即 有 可 逆 和 矩阵 己 及 对 角 阵 4 ,使 P ”4P= 
人 4. 于 是 4= PAP-:, 从 而 4"=P4"P-. 
2-) -1 
-1 2-A) 
得 4 的 特征 值 M, =1,; =3. 于 是 


1 0 1 0 
4=| ).= 
0 3 0 3 


全 和 
对 应 N -1 由 4-B=| -1 中 有 5 人， 


由 MA- al- | | -ar3=0-DG-9)， 


< 1 
对 应 a=3, 由 4-3B- | 1 | 0 各 = 全 | 


并 有 P=(6 ,6)={ 人 再 求 出 P…=- 去 人， 


4= PP- 亏 ( | 辣 ( 
2\1 -1)0 3"j\1L1 -1 2 


$ 5 ”二 次 型 及 其 标准 形 


1I 
_ 和 

和 
1 二 3 3 








在 解析 几何 中 ,为 了 便于 研究 二 次 曲线 
az +pry+c 交 =1 (4) 
的 几何 性 质 ,可 以 选择 适当 的 坐标 旋转 变换 
Zz=wcos0-ysin0， 
y=. sin 0O+ycos 0， 
把 方程 化 为 标准 形 
7 所 十 7 =1. 
(4) 式 的 左边 是 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 ,从 代数 学 的 观点 看 ， 化 标准 形 的 过 各 
就 是 通过 变量 的 线性 变换 化 简 一 个 二 次 齐 次 多 项 式 ,使 它 只 含有 平方 项 .这 样 一 
个 问题 ,在 许多 理论 问题 或 实际 问题 中 常会 遇 到 .现在 我 们 把 这 类 问题 一 般 化 ， 
讨论 ”个 变量 的 二 次 齐 次 多 项 式 的 化 简 问 题 . 
定义 8 含有 ?7 个 变量 z ,zi,…，,z, 的 二 次 齐 次 函数 
二 Qiiz1 十 22 十 十 Qt 
十 2ZaizZIT2 十 2Q03ZIZ3 十 十 2Q0-lnZn-1Zu 《5) 
称 为 二 次 型 
取 as = ay, 则 2ajzizi = aspzizi + arzizi 于 是 (5) 式 可 写成 
/= an Z1 十 Qi2ZUZ2 十 十 QUeTIZn 
十 Q217Z21 十 Q22 工 2 十 十 QanT2Tn 


2 
二 呈 直 Calvnwi 十 Can2 之 2 机 Cmwn 


-  ona (6) 
对 于 二 次 型 ， 我 们 讨论 的 主要 问题 是 ; 寻求 可 逆 的 线性 变换 
Z1 三 CUI 二 cayz 十 十 cion， 


Z2 三 C2yI 十 czyz 十 … 十 C2nyn， 


(7) 


之 9 三 Conl1yi 十 Cn2 2 十 十 Canyr 
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使 二 次 型 只 含 平 方 项 ,也 就 是 用 (7) 代 人 (5) ,能 使 
了 二 二 2 十 二 yo 
这 种 只 含 平方 项 的 二 次 型 , 称 为 二 次 型 的 标准 形 (或 法 式 ) 
如 果 标 准 形 的 系数 ez ，…A, 只 在 1,-1,0 三 个 数 中 取 值 , 也 就 是 用 (7) 
代 人 (5) ,能 使 
了 
则 称 上 式 为 二 次 型 的 规范 形 . 
当 ai 为 复数 时 ,j 称 为 复 二 次 型 ; 当 ar 为 实数 时 ,三 称 为 实 二 次 型 .这 里 ,我 
们 仅 讨论 实 二 次 型 ,所 求 的 线性 变换 (7) 也 限于 实 系数 范围 . 
由 (6) 式 ,利用 矩阵 ,二 次 型 可 表示 为 
了 =Zi(anzi+aaza 十 十 Qiorny) 
+ Za(a2Z1 十 Q222 十 十 Ga2nTn 放 
十 十 (CastZI 十 Qn22 十 十 GonZn) 
QZI 十 QZ2 十 十 GD 
Q21Z1 十 Q@222 十 5 CQ2nv 之 n 


本 汉 洒 于 


Qnlv 之 1 十 Cnr2 尼 2 二 Ganon 


人 11 Xi12 2 Qin f Zi 
加 422 CC ”8&zn||2 
= 一 (ziyZ2) 5 2 ? 
翁 51 Cx2 SA 人 mn wm 
记 
QI 2Q2 ”Qin 之 1 
Q21 222 “”” 202 这 2 
天 二 二 
Cal Can2 全 Cn 叱 ni 
则 二 次 型 可 记 作 
和 =x 4x， 《8) 


其 中 4 为 对 称 阵 . 
例如 ,二 次 型 F= 盖 -3z -4zy+ 巡 用 矩阵 记号 写 出 来 ,就 是 








1 一 2 0 

】 

=(zyyz) 有 
1 包 

0 万 3 
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任 给 一 个 二 次 型 ,就 惟一 地 确定 一 个 对 称 阵 ; 反 之 , 任 给 一 个 对 称 阵 ,也 可 惟 
一 地 确定 一 个 二 次 型 .这 样 ,二 次 型 与 对 称 阵 之 间 存 在 一 一 对 应 的 关系 .因此 ,我 
们 把 对 称 阵 4 叫做 二 次 型 上 的 矩阵 ,也 把 扩 叫 做 对 称 阵 4 的 二 次 型 .对 称 阵 4 
的 秩 就 叫做 二 次 型 了 的 秩 . 
记 C=(ci), 把 可 道 变换 (7) 记 作 
X=(CLy， 
代 人 (8), 有 F=x7ax=(Cy)74ACy= 六 (CTA4AC)yY. 
定义 9 设 4 和 中 是 ” 阶 矩 阵 , 若 有 可 道 矩阵 C ,使 召 = C 4C, 则 称 矩 阵 
4 与 如 合同 . 
显然 , 若 4 为 对 称 阵 , 则 中 = CT4C 也 为 对 称 阵 , 且 R(B)=R(4A). 事 实 
上 ， 
BTI=(CT4C)I=CI4C=CIA4AC= 了 3， 
即 刀 为 对 称 阵 .又 因 了 = CT4AC, 而 C 可 道 ,从 而 C-” 也 可 闭 , 由 抢 阵 秩 的 性 质 
即 知 R(B)=R(C4A). 
由 此 可 知 ,经 可 逆 变 换 x = Cy 后 ,二 次 型 了 的 矩阵 由 4 变 为 与 4 合同 的 撼 
阵 C7 4C, 且 二 次 型 的 秩 不 变 . 
要 使 二 次 型 和 经 可 逆 变 换 x = Cy 变 成 标准 形 ,这 就 是 要 使 
CTACy = 久 人 1 十 Ra32 十 六 十 到 3 
1 JI 
= (7 本 的 y 
上 ) yn 
也 就 是 要 使 CA4C 成 为 对 角 阵 .因此 ,我们 的 主要 问题 就 是 :对 于 对 称 阵 4 , 寻 
求 可 道 矩 阵 C ,使 C 4C 为 对 角 阵 .这 个 问题 称 为 把 对 称 阵 A 合同 对 角 化 ， 
由 上 节 定 理 7 知 , 任 给 对 称 阵 4 ,总 有 正 交 阵 P, 使 PP 4P=A4, 即 PP4P 
= 从 .把 此 结论 应 用 于 二 次 型 , 即 有 
定理 8 任 给 二 次 型 = 2 aizizi(ai =ai), 总 有 正 交 变换 x= Py, 使 
化 为 标准 形 
了 = hai yo 十 和 2 32 二 yn， 
其 中 心 ,)2,，…,A, 是 了 的 矩阵 4 = (ai) 的 特征 值 . 
推论 任 给 ?元 二 次 型 F(x)=x 4r(4 =4), 总 有 可 逆 变 换 x= Cz ,使 
CCz ) 为 规范 形 . 
证 ” 按 定理 8, 有 
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7(Py)= 帮 4 一人 十 人 yw， 
设 二 次 型 太 的 秩 为 >, 则 特征 值 1, 中 恰 有 r 个 不 为 0, 无妨 设 1 ,…,，, 不 等 于 


0,1., =…=),=0, 令 
上 
到; TS， 
五 三 ,其 中 A = VTX 
二 


则 站 可 道 ,变换 ?= 并 z 把 F(Py) 化 为 
FPC(PKz)=z7K7PI4PKz=z 下 人 KZz， 


而 KTAK= diag( [号 T,0…,0)， 
记 C=PK, 即 知 可 道 变换 z= Cz 把 大 化 成 规范 形 
(ca)= 本 + 人 于， 
例 14 求 一 个 正 交 变 换 x = Py ,把 二 次 型 


于 三 一 20271275 十 205 中 225 人 5 




















化 为 标准 形 . 
解 ”二 次 型 的 矩阵 为 
0 -1 1 
4=| 一 1 0 1|， 
1 1 0 
这 与 例 12 所 给 矩阵 相同 . 按 例 12 的 结果 ,有 正 交 阵 
| 
-2 0 0 
卫 二 “万 万 局 | ,使 了 4P=A 人 = 0 1 0I， 
0 0 1 
工 0 二 
V3 6 
于 是 有 正 交 变换 
本 
3 2 YV6 
这 ! 1 
外 
四 了 \ 6E|122|， 
并 .3 
工 0 二 
3 6 


"了 30 ， 


把 二 次 型 了 化 成 标准 形 
太 = -2y+2+33， 


如 果 要 把 二 次 型 了 化 成 规范 形 ,只 需 令 


1 万 二 ， 
3232 一 2Z2， 
323 一 2Z3， 
即 得 广 的 规范 形 


1= -本 + 本 + 本， 
$6 用 配方 法 化 二 次 型 成 标准 形 


用 正 交 变换 化 二 次 型 成 标准 形 ,具有 保持 几何 形状 不 变 的 优点 .如 果 不 限于 
用 正 交 变 换 ,那么 还 可 以 有 多 种 方法 (对 应 有 多 个 可 逆 的 线性 变换 ) 把 二 次 型 化 
成 标准 形 . 这 里 只 介绍 拉 格 朗 日 配方 法 .下 面 举例 来 说 明 这 种 方法 . 
例 1$ 化 二 次 型 
丰 =zi+2z2+Szi+2ziz 十 2z)z3 十 6z2 并 3 
成 标准 形 ,并 求 所 用 的 变换 矩阵 ， 
解 由 于 了 中 含 变 量 z; 的 平方 项 , 故 把 含 rz 的 项 归并 起 来 ,配方 可 得 
三 =z1++2ziz 十 2zi23 十 2z2 十 Sr3 十 6Zz3T3 
=(zi+2zI++23 六 一 好 一 2 一 2zz3 十 2z2 二 SSz3 二 +6z)Z3 
= 人 (zi+2a 十 Z3 六 十 了 2 十 47273 十 43， 
上 式 右 喘 除 第 一 项 外 已 不 再 含 = .继续 配方 ,可 得 


池 三 《三 + 十 2 六 二 (zy 十 2z3 六 ， 








21 二 ZITTZ2 十 7Z3， Zi 一 yi 一 ya 二 ya， 
外 桂 2 十 273， 串 - 二 ya 一 2y3， 
3 一 之 3， 并 3 一 3， 

就 把 了 化 成 标准 形 ( 规 范 形 )F= yi + y% ,所 用 变换 矩阵 为 

1 一 1 1 
C=|0 1 -2|(cl=1 关 0). 
0 0 1 
例 16 化 二 次 型 


了 三 2 十 27z123 一 672Z3 


成 规范 形 ,并 求 所 用 的 变换 矩阵 . 
3 


解 在 jy 中 不 含 平方 项 .由 于 含有 ziz; 乘积 项 , 故 令 


TI 二 yd 二， 
2 三 yly2z， 





3 一 3， 
代 人 可 得 J=2 和 一 2y 一 4y13y3 十 8yay3， 
再 配方 ,得 =2(2 一 2) 一 2(y 一 2 六 +6y3， 
= 二 x+ 天， 
zi =V2( 放 一 3)， VY2 V6 
] 2 
令 之 2 =V2(y。 二 之 信 ) 9 即 4 yz 5 ? 
z3 =Y6y3 ， 二 
y3 2 
就 把 和 化 成 规范 形 
太 = 村- 妇 + 要， 
所 用 变换 矩阵 为 
0 4 人 1 工 3 
V2 6| |V2  V2 6 
则 轴 | 去 二 去 上 上 
| | 万 所 万 万 无 
1 1 
0 0 一 0 一 
1 
C| = 一 一 天 0)， 
(Ci| 居 ) 


一 般 的 ,任何 二 次 型 都 可 用 上 面 两 例 的 方法 找到 可 逆 变 换 ,把 二 次 型 化 成 标 
准 形 ( 或 规范 形 ). 


8$87 正定 二 次 型 


二 次 型 的 标准 形 显然 不 是 惟一 的 ,只 是 标准 形 中 所 含 项 数 是 确定 的 ( 即 是 二 
次 型 的 秩 ) .不仅 如 此 ,在 限定 变换 为 实 变换 时 ,标准 形 中 正 系 数 的 个 数 是 不 变 的 
《从 而 负 系 数 的 个 数 也 不 变 ) ,也 就 是 有 
定理 9 设 有 二 次 型 A=x'" 4x, 它 的 秩 为 >, 有 两 个 可 逆 变 换 
xz=Cy 及 xx=Pz 
使 = 局 十 有 32 十 …… 十 友 yr (& 天 0) ， 
及 太 =hzi+hz+…+nzz (1 天 0)， 


"了 32 ， 


则 A ，…,&, 中 正 数 的 个 数 与 1 ,，…,》， 中 正 数 的 个 数 相等 . 

这 个 定理 称 为 惯性 定理 ,这 里 不 予 证 明 . 

二 次 型 的 标准 形 中 正 系 数 的 个 数 称 为 二 次 型 的 正 惯性 指数 , 负 系 数 的 个 数 
称 为 负 惯性 指数 . 若 二 次 型 了 的 正 惯 性 指数 为 训 , 秩 为 >, 则 /的 规范 形 便 可 确 
定 为 

人 

科学 技术 上 用 得 较 多 的 二 次 型 是 正 惯性 指数 为 ”或 负 惯 性 指数 为 的 n 
元 二 次 型 ,我 们 有 下 述 定义 . 

定义 10 设 有 二 次 型 F(x)=x*' 4xr, 如 果 对 任何 x 夫 0, 都 有 F(x)>0( 显 
然 F(0) =0) , 则 称 /为 正定 二 次 型 ,并 称 对 称 阵 4 是 正定 的 ;如 果 对 任何 x 天 0 
都 有 F(x)<0, 则 称 为 负 定 二 次 型 ,并 称 对 称 阵 4 是 负 定 的 . 

定理 10 ?元 二 次 型 =x*" 4x 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 : 它 的 标准 形 的 ” 
个 系数 全 为 正 , 即 它 的 规范 形 的 ”个 系数 全 为 1, 亦 即 它 的 正 惯 性 指数 等 于 ”. 

证 设 可 逆 变 换 x = Cy 使 


AGO)= Ac)= 阅 6 
先 证 充分 性 . 设 忆 >0(0i=1…,2). 任 给 x 天 0, 则 y=C- x 天 0, 故 


Fo)= 症 44>0， 
再 证 必要 性 .用 反 证 法 .假设 有 已 委 0, 则 当 y 了 = e:( 单 位 坐标 向 量 ) 时 ， 
(Ce.)= 玉 委 0. 显 然 Ce. 天 0, 这 与 三 为 正定 相 矛 盾 . 这 就 证 明了 刀 >0 
(= 7). 
推论 ”对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :4 的 特征 值 全 为 正 ， 
定理 11 对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :4 的 各 阶 主子 式 都 为 正 , 即 
QI ”Qt 


QI CI12 


ai >0， >0,…， >0， 














CQ2 422 
CN Qi 


对 称 阵 4 为 负 定 的 充分 必要 条 件 是 :奇数 阶 主子 式 为 负 , 而 偶数 阶 主 子 式 为 正 ， 
即 


QI ”Qilr 


(-1)- 


>0 (r=1,2,…，,m). 








人 
例 17 判定 二 次 型 = -5$z:?-6 交 -4x+4zy+4zz 的 正定 性 . 
"133 。 


解 的 矩阵 为 














-3 2 2 
4=| 2 -6 0|， 
2 0 -4 
RS 可 蕉 ?| -26>o， 
C21 222 2 -6 
141= 一 80<0， 


根据 定理 11 知 /为 负 定 . 

设 几 z,y) 是 二 元 正定 二 次 型 , 则 F(z,y)=ec(c>0 为 常数 ) 的 图 形 是 以 原 
点 为 中 心 的 椭圆 . 当 把 c 看 作 任意 常数 时 则 是 一 族 椭圆 . 这 族 椭圆 随 着 c 一 0 而 
收缩 到 原点 . 当 为 三 元 正定 二 次 型 时 ,Fr(z,y,z)=c(c>0) 的 图 形 是 一 族 椭 
球 . 




















习 题 五 
1 一 4 
1. 设 ce=| 0|,5=| 2|,e 与 6 正 交 , 且 5=)hMe+ece, 求 1 和 ec. 
一 2 3 
2. 试用 施 密 特 法 把 下 列 向 重组 正 交 化 : 
1 1 1 
(1 (eaz,as)=|1 2 4|; 
1 3 9 
I “一 
0 一 上 | 】 
(2) (ai ,az ,ai ) = 本 1 并 
1 1 0 
3. 下 列 和 矩阵 是 不 是 正 交 矩阵 ? 并 说 明理 由 ， 
Ri 1 8 4 
2 3 9 9 9 
站 
工 和 上 -1 0 
3 2 9 9 9 


4. 设 x 为? 维 列 向 量 ,xx=1l, 令 召 = 瑟 -2xx' ,证 明了 互 是 对 称 的 正 交 阵 ， 
$. 设 4, 了 3 都 是 正 交 阵 ,证明 4B 也 是 正 交 阵 . 
6. 求 下 列 抢 阵 的 特征 值 和 特征 向 重 ; 


. 134 ， 











000 1 

2 一 1 2 上 | 2 3 
0D00 1 0 
(1) 5 一 3 3 | ; (2) |2 1 3|; 《3) 2 
0 1 0 0 

一 工 0 一 2 3 3 6 
1 0 0 0 





7. 设 4 为 = 阶 矩 阵 , 证 明 4- 与 4 的 特征 值 相 同 . 

8. 设 ” 阶 矩 阵 4, 吾 满足 R(4A)+R(B)<a ,证 明 4 与 吾 有 公共 的 特征 值 , 有 公共 的 特 
征 向 量 ， 

9. 设 4:-34+2B=O, 证 明 4 的 特征 值 只 能 取 1 或 2. 

10. 设 4 为 正 交 阵 , 且 14|= -1, 证 明 = -1 是 4 的 特征 值 . 

11. 设 ) 天 0 是 mm 阶 矩 阵 4。x, 了 ,的 特征 值 , 证 明 1 也 是 =” 阶 矩 阵 BA 的 特征 值 ， 

12. 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 1,2,3, 求 14 -54 "+741. 

13. 已 知 3 阶 矩 阵 4 的 特征 值 为 1,2,-3, 求 |4" +34+2 忆 | . 

14. 设 4,B 都 是 2 阶 和 矩阵 , 且 4 可 道 ,证 明 48 与 BA 相似 . 








2 0 1 
15. 设 矩 阵 4= |3 1 zxz| 可 相似 对 角 化 , 求 开 . 
4 0 5 
1 2 -1 2 
16. 已 知 p= | 1| 是 矩阵 4A=| 5 aa 3| 的 一 个 特征 向 量 . 
-1 -1 0 -2 














(1) 求 参 数 < ,2 及 特征 向 量 p 所 对 应 的 特征 值 ; 
(2) 问 4 能 不 能 相似 对 角 化 ? 并 说 明理 由 . 


1 4 2 
17. 设 4= 10 -3 4|, 求 4 到 . 
0 4 3 








18. 在 某国 ,每 年 有 比例 为 问 的 农村 居民 移居 城镇 ,有 比例 为 9 的 城镇 居民 移居 农村 . 假 
设 该 国 总 人 口 数 不 变 , 且 上 述 人 口 迁 移 的 规律 也 不 变 . 把 ”年 后 农村 人 口 和 城镇 人 口 占 总 人 
口 的 比例 依次 记 为 z， 和 (zs+ 加 =1). 














(D 求 关系 式 | ”， ] -人 人 ”中 的 妈 降 4; 
n+1 Ja 
这 0 70.5 让 pb 
(2) 设 目前 农村 人 品 与 坟 镇 人 口 相等 , 即 je) 二 | 
0 二 Jr 
19. 试 求 一 个 正 交 的 相似 变换 矩阵 ,将 下 列 对 称 阵 化 为 对 角 阵 : 
2 -2 0 2 2 -2 
(1) | -2 1 -2|; 《2) 2 5 一 4|. 
0 -2， 0 -2 -4 5 
1 -2 -4 5 
20. 设 和 矩阵 4= | -2 zz -2| 与 4= 一 4 相似 , 求 z,y; 并 求 一 个 正 交 阵 
三 生生 1 ?3 











”了 IT353 ， 


了 ,使 P 14P=A4， 
21. 设 3 阶 和 矩阵 4 的 特征 值 为 1 =2,; = -2,); =1; 对 应 的 特征 向 量 依次 为 


有 


22. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 1, =1,1: = -1,)3 =0; 对 应 1, ,1; 的 特征 向 量 依次 为 
1 2 
疡 ; 三 中 | 
2 -2 
求 4. 
23. 设 3 阶 对 称 阵 4 的 特征 值 为 =6,Az =)3 =3, 与 特征 值 Mi =6 对 应 的 特征 向 量 为 
pi =(1,1,1), 求 4， 
24. 设 a=(aly,e…,a) ai 天 0,4= aaT， 
(1) 证 明 =0 是 4 的 2-1 重 特征 值 ; 
(2) 求 4 的 非 零 特 征 值 及 ”个 线性 无 关 的 特征 向 量 . 


25. (1 ) 疫 4=( _) 3 p(A)= 4 一 54?; 


及 1! 一 





2 1 2 
1 2 2 
2 2 1 
26. 用 矩阵 记号 表示 下 列 二 次 型 ; 

(1) 了 = 妆 +42y 二 4 内 十 2zz 十 于 十 4 
(2) 太 = 妆 十 史 一 7 于 一 2zy 一 4zz 一 4 
(3) 让 = zi + 十 一 2zlz2 十 za， 


27. 写 出 下 列 二 次 型 的 矩阵 ， 


(2) 设 4= , 求 (4)=40 -64"+54"， 








2 1 
(1) Cone 人 jz evera| 


属 个 一 
oo nn Mb 


\D 人 修 听 
十 = 
& 上 


28. 求 一 个 正 交 变换 化 下 列 二 次 型 成 标准 形 ， 
(1)》 =2zi+3z2+3z3 十 4z22z33 
(2) = zi+xz3+2zlza 一 2zz2z3- 
29. 求 一 个 正 交 变换 把 二 次 曲面 的 方程 
3z?+5 只 +Sz+4zy 一 4rz 一 10y=1 
化 成 标准 方程 ， 
30. 证 明 : 二 次 型 A=x 4x 在 | xl=1 时 的 最 大 值 为 矩阵 4 的 最 大 特征 值 . 
31. 用 配方 法 化 下 列 二 次 型 成 规范 形 ,并 写 出 所 用 变换 的 矩阵 ; 
(1) F(zi zyza = 二 3z2+Sz3 十 2 一 471735 
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(2) F(ziyzayzs)= 221 二 2z3+2z173 十 272235i 

(3) F(zl zayz3)=2z1 二 2 十 423 十 2ziza 一 27273， 

32. 设 了 = xz 二 娩 十 $z3 十 2azlza 一 2 十 4 3 
为 正定 二 次 型 , 求 . 

33. 判定 下 列 二 次 型 的 正定 性 : 

(1) F= -2xzt 一 6z2 一 4z3 十 2z， 2 十 271733 二 

《2)》 = 2 十 3z2 十 9zr3 一 2ziza 十 4zi 3- 

34. 证 明 对 称 阵 4 为 正定 的 充分 必要 条 件 是 :存在 可 逆 矩 阵 局 , 使 4= tU 口 , 即 4 与 单 
位 阵 呈 合同 Re 


" 了 37 ， 


“第 六 章 


线性 空间 与 线性 变换 


向 量 空间 又 称 线性 空间 ,是 线性 代数 中 一 个 最 基本 的 概念 .在 第 四 章 中 ,我 
们 把 有 序数 组 叫做 向 量 ,并 介绍 过 向 量 空间 的 概念 .在 这 一 章 中 ,我 们 要 把 这 些 
概念 推广 ,使 向 量 及 向 量 空间 的 概念 更 具 一 般 人 性 . 当然 ,推广 后 的 向 量 概念 也 就 
更 加 抽象 化 了 . 


8$1 线性 空间 的 定义 与 性 质 


定义 1 设 是 一 个 非 空 集合 , 殿 为 实数 域 .如 果 对 于 任意 两 个 元 索 w ,有 
EV, 总 有 惟一 的 一 个 元 素 yE V 与 之 对 应 , 称 为 c 与 有 的 和 , 记 作 yY=c+p; 
又 对 于 任 一 数 1E 取 与 任 一 元 素 wE V ,总 有 惟一 的 一 个 元 素 5E V 与 之 对 应 ， 
称 为 与 w 的 积 , 记 作 6= Ma; 并 且 这 两 种 运算 满足 以 下 八条 运算 规律 ( 设 w， 
有 ,7EVi1,pERI): 

(iD) w+ 有 = 有 +wi 

(ii) (w+p)+7Y=C+(B+7Y)i 

(iii) 在 Y 中 存在 零 元 素 0; 对 任何 wEV ,都 有 w+0= ci 

(iv) 对 任何 gcEY, 都 有 c 的 负 元 素 PE V ,使 + 有 =0; 

(v) 1 = 

(vi) CHUC ) 一 (AD)G 

(vii) (+A)G=AGC 二 APGC; 

(viii) MX(w+B)= Ma+)B. 

那么 , V 就 称 为 (实数 域 丸 上 的 ) 向 量 空间 (或 线性 空间 ), V 中 的 元 素 不 论 
其 本 来 的 性 质 如 何 ,统称 为 ( 实 ) 向 量 . 

简 言 之 , 凡 满 足 上 述 八 条 规律 的 加 法 及 乘 数 运算 ,就 称 为 线性 运算 ; 凡 定 义 
了 线性 运算 的 集合 ,就 称 向 量 空间 . 

在 第 四 章 中 ,我 们 把 有 序数 组 称 为 向 量 , 并 对 它 定 义 了 加 法 和 乘 数 运算 ,容易 验 
证 这 些 运算 满足 上 述 八 条 规律 .最 后 ,把 对 于 运算 为 封闭 的 有 序数 组 的 集合 称 为 向 量 
空间 .显然 ,那些 只 是 现在 定义 的 特殊 情形 . 比较 起 来 ,现在 的 定义 有 了 很 大 的 推广 : 
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1. 向 量 不 一 定 是 有 序数 组 ; 
2. 向 量 空间 中 的 运算 只 要 求 满足 上 述 八 条 运算 规律 ,当然 也 就 不 一 定 是 有 
序数 组 的 加 法 及 乘 数 运算 。 
下 面 举 一 些 例子 . 
例 1 次 数 不 超 过 2 的 多 项 式 的 全 体 , 记 作 P[Lz],, 即 
PLzj],=jp=anz” +a lz 十 二 QZz+aila ai aoE 权 |， 
对 于 通常 的 多 项 式 加 法 \ 数 乘 多 项 式 的 乘法 构成 向 量 空间 .这 是 因为 :通常 的 多 
项 式 加 法 , 数 乘 多 项 式 的 乘法 两 种 运算 显然 满足 线性 运算 规律 , 故 只 要 验证 
P[zj]， 本 
(az 十 十 ai 二 ao) 二 (DZ 十 … 十 二 工 十 Do) 
=(a,+B)z +…+(ar+Bp)z+(ao 二 po 人 
和 azZ "十 十 C1 十 Co) 
=()Ma)zz+…+(Mai)z+(ha)EP[z]， 
所 以 PLz], 是 一 个 向 量 空间 . 
例 2 ?次 多 项 式 的 全 体 
QtEz],=|lp=az+…+az+aola alyaoER , 且 a 天 0| 
对 于 通常 的 多 项 式 加 法 和 乘 数 运算 不 构成 向 量 空间 .这 是 因为 
0p=0z"+…+0z+0gQLz],， 
即 QLz], 对 运算 不 封闭 . 
例 3 正弦 函数 的 集合 
Stiz]l=fs=Asn(z+ 了 PB)IA,BERI 
对 于 通常 的 函数 加 法 及 数 乘 函 数 的 乘法 构成 向 量 空间 .这 是 因为 :通常 的 函数 加 
法 及 乘 数 运算 显然 满足 线性 运算 规律 , 故 只 要 验证 S[z] 对 运算 封闭 : 

Si 十 S 三 Aisin(z+ 玫 )+Asin( 工 + 卫 ，) 
=(aicos 工 +Bisin z)+(azcos 工 十 2sin 工 ) 
=(al+aas)cosz+(p+D))sin 并 
=Asin(z+B)ESIzj]， 

1s, =)A4Asin(z+ 吾 )=(MA)sin(z+BDESLz]， 
所 以 S[zj 是 一 个 向 量 空间 . 
检验 一 个 集合 是 否 构 成 向 量 空间 , 当然 不 能 只 检验 对 运算 的 封闭 性 (如 上 面 
二 例 ). 和 则 就 应 仔细 
检验 是 否 满 足 八 条 线性 运算 规律 . 
例 4 ?2 个 有 序 实数 组 成 的 数组 的 全 体 
=|xz=(zizyz) zzeyziEC 了 | 
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对 于 通常 的 有 序数 组 的 加 法 及 如 下 定义 的 乘法 
Me(zi zz) 并 =(0，…,0)T 
不 构成 向 量 空间 . 
可 以 验证 S$" 对 运算 封闭 .但 因 1.x=0, 不 满足 运算 规律 v, 即 所 定义 的 运 
算 不 是 线性 运算 ,所 以 S" 不 是 向 量 空间 . 
比较 S” 与 桶 " ,作为 集合 它们 是 一 样 的 ,但 由 于 在 其 中 所 定义 的 运算 不 同 ， 
以 致 及 "构成 向 县 空间 而 S” 不 是 向 量 空间 .由 此 可 见 ,向 量 空间 的 概念 是 集合 与 
运算 二 者 的 结合 .一 般 的 说 ,同一 个 集合 , 若 定义 两 种 不 同 的 线性 运算 ,就 构成 不 
同 的 向 量 空间 ; 若 定义 的 运算 不 是 线性 运算 ,就 不 能 构成 向 量 空间 .所 以 ,所 定义 
的 线性 运算 是 向 量 空间 的 本 质 , 而 其 中 的 元 素 是 什么 倒 并 不 重要 .由 此 可 以 说 ， 
把 向 量 空间 叫做 线性 空间 更 为 合适 . 
为 了 对 线性 运算 的 理解 更 具有 一 般 性 ,请 看 下 例 . 
例 S 正 实数 的 全 体 , 记 作 慌 ” ,在 其 中 定义 加 法 及 习 数 运算 为 
app=ap (aa,5ER-)， 
la= 以 (人 ER,aER-)， 
验证 及 对 上 述 加 法 与 乘 数 运算 构成 线性 空间 
证 ”实际 上 要 验证 十 条 : 
对 加 法 封闭 :对 任意 的 .ea ,poE 取 ” ,有 a 中 5= abgER 
对 乘 数 封闭 :对 任意 的 AE 了 及 ,aER- ,有 Ma= 以 ER 
(i) ea 中 0=a= ba=0 中 ai; 
(i) (ae 由 0) 由 c=(a)c=(ab)c=a(pc)=a 申 (四 c); 
(ii) 及 中 存在 零 元 素 1, 对 任何 ecER ,有 a 中 1=a:1=ai 
(iv) 对 任何 aeE 了 ,有 负 元 素 ae E 玉 ,使 < 由 ao = aa =1i; 
(v) 1sae=a:=ai 
(vi) Ms(pnsa)=hsa=(a 六 =ax=(M)oai 
(vii) (1+Ap)ea=a aa 人 四 o=1c 中 hai; 
(viii) Ms。(a 中 5)=M。(ap)=(op 六 = 人 = 人 由 包 =Ma 中 0. 
因此 ,及 对 于 所 定义 的 运算 构成 线性 空间 . 
下 面 讨 论 线性 空间 的 性 质 . 
1， 零 元 素 是 惟一 的 
证 ” 设 0, ,0, 是 线性 空间 Y 中 的 两 个 零 元 未 ， 即 对 任何 xzEYV, 有 w+0i= 
wx,c+0:=w, 于 是 特别 有 
0. +0, =0,,0,+0=0,， 
所 以 0, =0, +0,=0,+0,=0,. 
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2. 任 一 元 素 的 负 元 素 是 惟一 的 . ac 的 负 元 素 记 作 - w 

证 设 w 有 两 个 负 元 素 1,7y, 即 gc+ 有 =0,w+y=0. 于 是 
=8+0= 有 +(x+y)= 0+7Y=?. 

3. 0c=0;(-1)x= 一 0wi0=10. 

证 w+0x=lixc+0c=(1+0)wz=1lw=w, 所 以 0c=0， 
x+(-1l)x=lxc+(-l)x=[LlI+(-1)]x=0c=0， 

所 以 (-1)oz= 一 Wi 
0=)X[c+(-1l)wxz]j=aa+(-A)a=[+(-)jxc=0c=0. 
4. 如 果 Ma =0, 则 和 =0 或 wx=0. 


证 若 ) 尖 0, 在 Me = 0 两 边 乘 二 ,得 


1 二 下- 
元 (Ax) = 元 0=0， 


1 2 1 FE 
而 元 0)=(j lx=Cw， 


所 以 x 一 0. 
.3$2 维 数 、 基 与 坐标 


在 第 四 章 中 ,我 们 用 线性 运算 来 讨论 ” 维 数组 向 量 之 间 的 关系 ,介绍 了 一 
些 重要 概念 ,如 线性 组 合 、 线 性 相关 与 线性 无 关 等 等 . 这 些 概 念 以 及 有 关 的 人 性质 
只 涉及 线性 运算 ,因此 ,对 于 一 般 的 线性 空间 中 的 元 素 仍然 适用 . 以 后 我 们 将 直 
接 引用 这 些 概念 和 性 质 . 

在 第 四 章 中 我 们 已 经 提出 了 基 与 维 数 的 概念 ,这 当然 也 适用 于 一 般 的 线性 
空间 .这 是 线性 空间 的 主要 特性 , 特 再 叙述 如 下 . 

定义 2 在 线性 空间 V 中 ,如 果 存 在 ”个 元 素 el ,wa; ,…，,a, ,满足 : 

(D oil, ，…,0， 线 性 无 关 ; 

(it) Y 中 任 一 元 素 w 总 可 由 xi ,gz ,，…,a, 线性 表示 ， . 

那么 ,ci ,wa ,…，a 就 称 为 线性 空间 V 的 一 个 基 , ” 称 为 线性 空间 V 的 
维 数 .只 含 一 个 零 元 素 的 线性 空间 没有 基 ,规定 它 的 维 数 为 0. 

维 数 为 ”的 线性 空间 称 为 ” 维 线性 空间 , 记 作 V, . 

这 里 要 指出 :线性 空间 的 维 数 可 以 是 无 穷 . 对 于 无 穷 维 的 线性 空间 ,本 书 不 
作 讨论 . 

对 于 "” 维 线性 空间 V, , 若 知 cl , gz ，…,a, 为 w, 的 一 个 基 , 则 V, 可 表示 
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V=ia=zol+zos + 二 TU zz ER|， 

即 w, 是 基 所 生成 的 线性 空间 ,这 就 较 清 楚 地 显示 出 线性 空间 V, 的 构造 . 

若 ol ,az ，…，au 为 V, 的 一 个 基 , 则 对 任何 E V, ,都 有 惟一 的 一 组 有 序 
数 zi ,z,,，…，,Zz, ,使 

GCTIGCI 二 202 十 十 TD 
反之 , 任 给 一 组 有 序数 zi, zz ，…，,z, ,总 有 惟一 的 元 素 
和 一 UTC 十 … 和 二 ZE 

这 样 V, 的 元 素 w 与 有 序数 组 ( zi , zx,，…，,zs)5 之 间 存 在 着 一 种 一 一 对 应 
的 关系 ,因此 可 以 用 这 组 有 序数 来 表示 元 素 w. 于 是 我 们 有 

定义 3 设 w ,c:,…,a, 是 线性 空间 w, 的 一 个 基 . 对 于 任 一 元 素 gcE V,， 
总 有 且 仅 有 一 组 有 序数 zi ,zz,，……，,zw 使 
CC 三 ZICIT 二 Z2C2 十 … 十 并 G， 
zlyzamzu 这 组 有 序数 就 称 为 元 素 w 在 gl ,cz ,，…,a, 这 个 基 下 的 坐标 ,并 记 
作 

CC=(zi zz ) . 

例 6 在 线性 空间 PLz], 中 ,m =1,p:=Zz,p:=T ,pi = ,pi=Z 就 是 

它 的 一 个 基 . 任 一 不 超过 4 次 的 多 项 式 
一 aiz4+asz 二 az 二 Qi 二 an 

都 可 表示 为 =aopi+apz+aapi 二 ap 二 a4Bp5s， 
因此 p 在 这 个 基 下 的 坐标 为 (ao ,al ,ez,as,ai) . 

若 另 取 一 个 基 9g， =1,g)=1+z,g=2z ,9g=z 95=2， 则 


1 
P=(ao-ai)9gi+atgz 十 万 4293 十 03g4 二 0495， 


因此 在 这 个 基 下 的 坐标 为 { ao - ai ,al ,去 aavaavas] 


建立 了 坐标 以 后 ,就 把 抽象 的 向 量 o 与 具体 的 数组 向 量 (zzs，…，,zv) 
联系 起 来 了 .并 且 还 可 把 V, 中 抽象 的 线性 运算 与 数组 向 量 的 线性 运算 联系 起 
来 . 

设 xc,p8EV ,有 ac=zicl+…+za,8=yaC+…+ya, 于 是 

Zr+pB=(zi+y)oi+…+(z+y)a， 
hz =(Mz)ai+…+(AMz)a，， 
即 w+ 有 的 坐标 是 (zi + 四 rss+ =(zot + ) ae 的 
坐标 是 (MAz ，…,Mz)=1(zi yz) 
"1142 ， 


总 之 , 设 在 ” 维 线性 空间 w, 中 取 定 一 个 基 wi ,…，,a., 则 , 中 的 向 量 w 与 
?7 维 数组 向 量 空间 了 及 "中 的 向 量 (z,,…，,z,) 之 间 就 有 一 个 一 一 对 应 的 关系 , 且 
这 个 对 应 关系 具有 下 述 性 质 : 

设 ge 人 (ze Be yi), 则 

(iD) +pe(ziz) +T( 

(ii) MCA(zi zu) . 

也 就 是 说 ,这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 .因此 ,我 们 可 以 说 W, 与 桶 " 
有 相同 的 结构 ,我 们 称 w, 与 及 " 同 构 . 

”一 般 的 , 设 V 与 U 是 两 个 线性 空间 ,如 果 在 它们 的 元 素 之 间 有 一 一 对 应 关 

系 , 且 这 个 对 应 关系 保持 线性 组 合 的 对 应 ,那么 就 说 线性 空间 V 与 U 同 构 . 

显然 ,任何 ” 维 线性 空间 都 与 及 同 构 , 即 维 数 相等 的 线性 空间 都 同 构 .从 而 
可 知 线性 空间 的 结构 完全 被 它 的 维 数 所 决定 . 

同 构 的 概念 除 元 素 一 一 对 应 外 ,主要 是 保持 线性 运算 的 对 应 关系 .因此 , V， 
中 的 抽象 的 线性 运算 就 可 转化 为 民 " 中 的 线性 运算 ,并 且 取 "中 凡是 只 涉及 线性 运 
算 的 性 质 就 都 适用 于 ww, .但 了 "中 超出 线性 运算 的 性 质 ,在 V. 中 就 不 一 定 具 备 ， 
例如 尺 " 中 的 内 积 概念 在 w, 中 就 不 一 定 有 意义 . 


8$3 基 变 换 与 坐标 变换 


由 例 6 可 见 , 同 一 元 素 在 不 同 的 基 下 有 不 同 的 坐标 ,那么 ,不 同 的 基 与 不 同 
的 坐标 之 间 有 怎样 的 关系 呢 ? 
设 oa。 及 有 ,… ,有 8, 是 线性 空间 V， 中 的 两 个 基 ， 
Pi = zci+z 罗 0 二 …+ 力 IC，， 


有 = 思 CiT+D 力 202 十 … 十 轧 20， 


和 和 站 和 


(1) 


有 一 户 1C 十 力 2,C2 二 力 ,0， ?9 
把 gl,az,，…，,a, 这 ? 个 有 序 元 素 记 作 (ai ,az ,av), 利 用 向 量 和 和 拖 阵 的 形 
式 ,(1) 式 可 表示 为 


及 pz | Ci Ci 
本 pa pb za 10: - PT C2 
， 访 ， 疡 2。 四 户 。 余 。 人 
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(1 ,8 ,有 ) 一 (ac Co) 王 . (2) 
(1) 或 (2) 称 为 基 变换 公式 ,矩阵 P 称 为 由 基 wu ,c:,…，,a, 到 基 有 ,8 ,…， 

有 的 过 渡 矩 阵 . 由 于 及 ,有 ,及 线性 无 关 , 故 过 渡 矩 阵 己 可 逆 . 
定理 1 设 V, 中 的 元 素 w ,在 基 ol,o:,…,o, 下 的 坐标 为 (zi,zz，…， 
zu,)7 ,在 基 1 ,1 ,… ,有 下 的 坐标 为 (zi ,zz7). 若 两 个 基 满 足 关 系 式 


(2) , 则 有 坐标 变换 公式 
1 这 Z 1 之 1 
| 全 | | 去 癌 | | 大 | (3) 
涝 bp 工 ， 二 Th 
证 因 
过 1 Z'1 
并 2 并 
(cl ,Ga ，…，C，) 。 三 和 =(p ,5， 7 
区 有 
Z 1 
= (Cl ,CQ ，…，C，) 卫 9 
东 。 
由 于 o ,c: ,…,C。 线性 无 关 , 故 即 有 关系 式 (3). 证 毕 


这 个 定理 的 逆 命 题 也 成 立 . 即 若 任 一 元 素 的 两 种 坐标 满足 坐标 变换 公式 
(3) , 则 两 个 基 满 足 基 变 换 公式 (2). 
例 7 在 P[zjs 中 取 两 个 基 


=2 二 2z2 一 工 ， CQ =2 一 并 十 1， 

0 = 一 zz+2z+z+l，o4 = 一 蕊 一 关 十 1 
及 p,=2z2+2 +1， 有 =z+2z+2， 

8;= -2zs+z+z+2，p8.=z +3z +Z+2. 
求 坐 标 变换 公式 . 


解 将 有 ,5.,5;:,p., 用 ai,az,as,a4 表示 .由 
(al, ol,0s ,0i)=(z zz 1)A4， 


(pp ,3 ,有 8 )=(z zz,1) 有 8， 
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00 01 1 -1 1 -1 
靖 二 (一 13) 
人 
00 -10: 0 0 0 =- 
01 00i-l1 1 0 0 
1000: 0 1 -1 1 
-0 100j-1 1 0 0 
20010: 0 0 1|， 
0001| 1 -1 -1 


尼 ! 


SS 
一 惠 
扩 -一 
1 
二 


并 2 一 1 0 0| | zs， 
即 和 = 
> 工 3 0 0 0 3 
2 1 -1 1 -UL 
8$4 线性 变换 


定义 4 设 有 两 个 非 空 集 合 4A,B ,如果 对 于 A 中 任 一 元 素 e ,按照 一 定 的 
规则 ,总 有 如 中 一 个 确定 的 元 素 8 和 它 对 应 ,那么 ,这 个 对 应 规则 称 为 从 集合 A 
到 集合 号 的 映射 .我 们 常用 字母 表示 一 个 映射 ,譬如 把 上 述 映 射 记 作 了 ， ,并 记 

6p=Ta) 或 8=Te(eE4). (4) 

设 wEA,T(a)=p ,就 说 映射 了 把 元 素 w 变 为 B, ,8, 称 为 wi 在 映射 
工 下 的 像 ,ai 称 为 B, 在 映射 工 下 的 源 . A 称 为 映射 了 的 源 集 , 像 的 全 体 所 构成 
的 集合 称 为 像 集 , 记 作 T(A) , 即 

T(A)=18=TGa)lcEA4A|， 
显然 了 (A)CB， 

映射 的 概念 是 函数 概念 的 推广 .例如 , 设 二 元 函数 >= A(z,y) 的 定义 域 为 
平面 区 域 G ,函数 值 域 为 Z ,那么 ,函数 关系 了 就 是 一 个 从 定义 域 G 到 实数 域 及 
的 映射 ;函数 值 F(zu,yo) = zo 就 是 元 素 (zo,yo) 的 像 ,(zu,yo) 就 是 zx 的 源 ;G 
就 是 源 集 ,2Z 就 是 像 集 . 

定义 5 设 了 ,LU, 分 别 是 维和 入 维 线性 空间 ,人 是 一 个 从 ww, 到 DJ 的 
映射 ,如 果 映 射 了 满足: 

(i) 任 给 el ,ezEV,( 从 而 w+eazEYV,), 有 

Tei+e)=T(oai)+T(e>); 

(ii) 任 给 ccE V, ,AGE 到 (从 而 MEV.), 有 
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T(ax)=AT(Ca)， 
那么 ,T 就 称 为 从 , 到 D 的 线性 映射 ,或 称 为 线性 变换 . 
简 言 之 ,线性 映射 就 是 保持 线性 组 合 的 对 应 的 映射 . 


例如 ,关系 式 
Jy1 &l1l CQ12 CQ1 之 1 
y2| 142 422 Q&2 民 2 
.ynm 公 m1 CQm2 Cn nn 


就 确定 了 一 个 从 及 "到 及 "的 映射 ,并且 是 个 线性 映射 (参看 后 面 的 例 10) . 
特别 ,在 定义 5 中 ,如 果 U。, = V, ,那么 了 是 一 个 从 线性 空间 V, 到 其 自身 
的 线性 映射 , 称 为 线性 空间 w, 中 的 线性 变换 . 
下 面 我 们 只 讨论 线性 空间 , 中 的 线性 变换 . 
例 8 在 线性 空间 PLzj: 中 ， 
(1) 微分 运算 D 是 一 个 线性 变换 . 这 是 因为 
任 取 pP=as zt+az +az+aoEP[zr]i， 
Dp=3asz+2az+al， 
g=pz+pz +pz+pcEP[z];， 
Dg=3p63z 二 20 工 十 六 ， 
有 D(p+g)=D[(el+pb)zs+(az+pb)z +(al+pb)z+(ao+po)] 
=3(ai+pb)z +2(a+p)Zz+(ai+D) 
=(3a3iz +2az+al)+(303z +20 工 + 
=Dp+D9; 
D(aMp)=D(aaiz +ahasz +Aaiz+nhao) 
=h(3asz +2az+a)=AXDP. 
(2) 如 果 了 T 了 (p)= ao, 那 么 工 也 是 一 个 线性 变换 .这 是 因为 
T(p+g)=ao+po=T(p)+ 工 (9); 
T(AMp)=)auo=X)T(P). 
(3) 如 果 Ti(pP)=1, 那 么 是 个 变换 ,但 不 是 线性 变换 .这 是 因为 Ti(P 
+9g)=1, 而 Ti(p)+T(9q)=1+1=2, 故 
Ti(p+qg) 关 Ti(p)+T(9)， 
例 9 由 关系 式 
-区 这 和 
sin 9 cos p 八 y 
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确定 zxOy 平面 上 的 一 个 变换 工 ,说 明 变 换 T 的 几何 意义 (参看 第 二 章 图 2.3). 


=rcos 0， 
靶 浊 y=rsin 0， 二 二 
r 人 )= 人 op 一 ysin ?|- 0cos pp 一 rsin 0sin | 
2 Zsin HP 十 ycos 9 rcos 0sin pp + rsin 0cos 9 
frcos《9+9) 
[ 2) )， 

这 表示 变换 了 把 任 一 向 量 按 逆 时 针 方 向 旋转 w 角 ( 由 例 10 可 知 这 个 变换 是 一 
个 线性 变换 ) . 

线性 变换 具有 下 述 基 本 人 性质 : 

(DT0=0,T(-ac)= 一 To; 

(ii) 车 有 =Aa+Aas+…+RXC， 则 

T8=ATai+AR Ta 十 … 二 RTC; 

( 刘 ) 车 ww ,ww 线性 相关 , 则 Ta , Ta: ,… ,Te。 亦 线性 相关 . 

这 些 人 性 质 请 读者 证 明之 .注意 性 质 (iii) 的 逆 命 题 是 不 成 立 的 , 即 若 xi ,ca;， 
…，, Cn 线性 无 关 , 则 Ta , Ta: ,…，, Ta。 不 一 定 线性 无 关 . 

(iv) 线性 变换 T 的 像 集 T( V, ) 是 一 个 线性 空间 , 称 为 线性 变换 工 的 像 空 
间 . 
”证 设 久 , 甩 ET(V,), 则 有 ai,azEV,, 使 Tai= 记 ,Tos = 及 ,从 而 

pt+p =Tel+Tas=To+a)ETOV)( 因 w+czcV)， 
有 ,= MTai = T(Ma)ET(V,),( 因 hatE V,)， 

由 上 述 证 明知 它 对 V, 中 的 线性 运算 封闭 , 故 它 是 一 个 线性 空间 ， 

(v) 使 Tue =0 的 w 的 全 体 

ST=lclxcEw,Ta=0|， 

也 是 一 个 线性 空间 . Sr 称 为 线性 变换 了 T 的 核 . 

证 STC, 且 

若 xi,oESr, 即 To,=0,To:=0, 则 T(ao+eas)=Ta+Te=0, 所 以 
XiT+TC2ECSTi 

若 elESr,AE 了 R, 则 T(Mac)=hTai = 和 0=0, 所 以 AoE Sr. 

以 上 表明 Sr 对 线性 运算 封闭 ,所 以 Sr 是 一 个 线性 空间 ， 

例 10 设 有 7 阶 和 矩阵 





41l 和 12 CQG1v 
CQC21 QQ2 ” CQ2n 

省 .| =(al，Ca，…Gu)， 
Coal 人 02 Qmn 
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其 中 w=| |， 


亿 ri 
定义 慌 " 中 的 变换 y= 了 (x) 为 
TOxz)=A4x(xzERR")， 

则 了 T 为 线性 变换 .这 是 因为 

设 ae,5ER", 则 

Ta+Dp)=A4(a+b)=A4a+A4D=T(a)+T 了 T(D); 
T(Ma)=4(Ma)=A4a=AMTCa). 
又 ,T 的 像 空 间 就 是 由 wx, ,w: ,…,a, 所 生成 的 向 量 空间 
T( 了 ")=|y=zal+zas+…+Zza zyzeyzi ER 


T 的 核 Sr 就 是 齐 次 线性 方程 组 4x =0 的 解 空间 . 


$5 线性 变换 的 矩阵 表示 式 


上 节 例 10 中 ,关系 式 
TOx)=4xr (人 (xER") 
简单 明了 地 表示 出 到 "中 的 一 个 线性 变换 .我 们 自然 希望 了 及" 中 任何 一 个 线性 变换 
都 能 用 这 样 的 关系 式 来 表示 .为 此 ,考虑 到 w = hel,…，,C, = 4e,(eij，…，e, 为 
单位 坐标 癌 量 ) , 即 
xi=T(ei) (=1,2,…，7)， 
可 见 如 果 线 性 变换 了 有 关系 式 T(xr)=4x, 那 么 矩阵 4 应 以 T(ei) 为 列 向 量 . 
反之 ,如 果 一 个 线性 变换 工 使 T(e)=wai(i=1,2,…，,72), 那 么 工 必 有 关系 式 
TOxz)=TLCel,…，e,)x]=T(ziei+zzez 十 … 十 Tien) 
=2ZiTCel)+ZzT(ez)+T…+ZT(e,) 
=(T(el),， Te))xzx=(ol，…0)xX 一 4x. 
总 之 , 展 " 中 任何 线性 变换 了 ,都 能 用 关系 式 
TOx)= 4x (YE 下" ) 
表示 ,其 中 4=(T(e)，……，T(e,)). 
把 上 面 的 讨论 推广 到 一 般 的 线性 空间 ,我 们 有 
定义 6 设 工 是 线性 空间 w, 中 的 线性 变换 ,在 Vw, 中 取 定 一 个 基 w，， 
xz,…，,2, ,如果 这 个 基 在 变换 人 下 的 像 (用 这 个 基线 性 表示 ) 为 
"49 ， 


Tai)=aci+azgaz 二 十 Gil，， 


Ta2)=aocli+azlz 二 … 十 au， 


T(a， ) 一 ClinrC1 十 CQ2rC2 二 ConC， 9 


记 了 (cos 0)=(Tc),T(o)， ,TO(a,)), 上 式 可 表示 为 


Too 0)=(o CO)A， 《5) 
QI 412 Cl 
其 中 | 


Co CQ2 “ ”” Qm 
那么 ,4 就 称 为 线性 变换 开 在 基 w ,az ,…,a, 下 的 矩阵 . 
显然 ,矩阵 4 由 基 的 像 T(ai ),…,T(a。) 惟 一 确定 . 
如 果 给 出 一 个 矩阵 4 作为 线性 变换 工 在 基 ol ,wx,…,o, 下 的 矩阵 ,也 就 
是 给 出 了 这 个 基 在 变换 人工 下 的 像 ,那么 ,根据 变换 T 保持 线性 关系 的 特性 ,我 
们 来 推导 变换 T 必须 满足 的 关系 式 


V, 中 的 任意 元 素 记 为 wx= 一 zia, ,有 
T(aa) = 六 =T(o) 


4 二 1] 


之 1 
之 2 
=(TLoi)，T(oz) TIT(o))| ， 
涝 nm 
之 1 
这 2 
= 一 (0 0 0 1)A 疯 9 
兆 
即 
之 1 之 1 
亏 区 
工 (22 0) =(ol,0 0 )A4 (6) 
泡 了 


这 个 关系 式 惟一 地 确定 一 个 变换 了 ,可 以 验证 所 确定 的 变换 人工 是 以 4 为 矩 
阵 的 线性 变换 .总 之 ,以 4 为 矩阵 的 线性 变换 了 工 由 关系 式 (6) 惟 一 确定 . 
”4130 ， 


定义 6 和 上 面 一 段 讨 论 表 明 ,在 w, 中 取 定 一 个 基 以 后 ,由 线性 变换 了 可 
惟一 地 确定 一 个 矩阵 4 ,由 一 个 抢 阵 4 也 可 惟一 地 确定 一 个 线性 变换 开 , 这 样 ， 
在 线性 变换 与 矩阵 之 间 就 有 一 一 对 应 的 关系 . 

由 关系 式 (6) ,可 见 w 与 T(c) 在 基 wx ,ax ,…，,w, 下 的 坐标 分 别 为 


了 1 尼 1 
c=| |,T(o)=4| |， 
元 0 
即 按 坐 标 表 示 ,有 
T(aw)=A4a. 


例 11 在 P[z], 中 , 取 基 

Pi 一 并 ，p2= 工 ，p3 一 工 ,p4 一] 
求 微 分 运算 D 的 矩阵 . 
Dpi =3z?=0p,+3pa+0pi+0p4， 
Dp: =2z=0P， +0p: +2p;+0p， 


解 
Dps=1=0P +0p:z+0ps+1Pp4， 
Dp4=0=0pPi+0pz+0ps+0p4， 

所 以 D 在 这 组 基 下 的 矩阵 为 
0 0 0 0 

3 0 0 0 

A= | 

0 2 0 0 

0 0 1 0 


例 12 在 取 中 ,T 表 示 将 向 量 投影 到 zOy 平面 的 线性 变换 , 即 
T(Czi+ 好 +z)= 十 好 ， 

(1) 取 基 为 守 ,7 了 ,大 , 求 工 的 矩阵 ; 

(2) 取 基 为 g=ip=j,7y=i+j+K, 求 工 的 矩阵 . 





人 =， 
解 (1) js 
TKE =0， 
1 0 0 
即 Ti 六 人 =(i7)|0 1 | 
0 0 0 
8 TE=I=C， 
(2) | 
Ty=i+j=aw+P， 


。 了 5 ， 


1 0 11 
0 1 1 
0 0 0 
由 上 例 可 见 ,同一 个 线性 变换 在 不 同 的 基 下 有 不 同 的 矩阵 .一 般 的 ,我 们 有 
定理 2 设 线性 空间 w, 中 取 定 两 个 基 
Ci 02 0 
1 ,62 ,及 ， 
由 基 cl ,cz ,…,x, 到 基 甩 ,1 ,… ,及 的 过 渡 和 矩阵 为 吕 , V, 中 的 线性 变换 开 在 
这 两 个 基 下 的 抢 阵 依次 为 4 和 中, 那么 B=P- 4P， 
“证 按 定理 的 假设 ,有 
(8 及)=(ol，…a)P, 了 可 赣 ; 
及 Ta ,0,)=(o…，0,)4， 
T( 88 )=(p 及) 了 ， 
于 是 (pi ,…，, 有 ) 呈 = 了 (有 有)=T[(ol ,cv) 卫 ] 
=[T(a,,…，,o,)] 忆 = (al ，a,)4P 
=( 有 让 ,… ,及 )P” 4P， 
因为 P, ,… ,有 线性 无 关 , 所 以 


即 T(a, 有 ,7)=(c,p,7) 








及 = 了 -14P. 证 毕 
这 定理 表明 召 与 4 相似 , 且 两 个 基 之 间 的 过 湾 和 矩阵 已 就 是 相似 变换 矩阵 . 
例 13 设 V;: 中 的 线性 变换 了 在 基 ci ,ws: 下 的 矩阵 为 





区 C12 
入 = 三 9 
人 \ 人 aa2l1 CQ22 
求 工 在 基 w; ,ww 下 的 矩阵 ， 
0 1 
解 (ve0)=(eea)l 让 
0 1 王 二 二 0 1 
-人 0 中 汪 Pu 人 站 


于 是 工 在 基 (o:,w') 下 的 矩阵 为 
5 = 人， 册 | 晤 区 | | 
1 0/Laa azj\1 0 al az 外 L 0 
Q&22 421 
二 交 | 
定义 7 线性 变换 T 的 像 空 间 工 ( V, ) 的 维 数 , 称 为 线性 变换 了 的 秩 . 
*， 了 32 ， 


显然 , 若 4 是 工 的 矩阵 , 则 T 的 秩 就 是 尺 (4). 
若 T 的 秩 为 >, 则 T 的 核 Sr 的 维 数 为 z - . 


习 题 六 


1. 验证 : 

(1) 2 阶 矩 阵 的 全 体 S，; 

(2) 主 对 角 线 上 的 元 素 之 和 等 于 0 的 2 阶 和 矩阵 的 全 体 S: ; 

(3) 2 阶 对 称 矩 阵 的 全 体 S, ， 
对 于 矩阵 的 加 法 和 乘 数 运算 构成 线性 空间 ,并 写 出 各 个 空间 的 一 个 基 ， 

2. 验证 :与 向 量 (0,0,1)7 不 平行 的 全 体 3 维 数组 向 量 ,对 于 数组 向 量 的 加 法 和 乘 数 运算 
不 构成 线性 空间 

3. 在 下 中 求 向 重 g= (7,3,1)7 在 基 

Ci=(1,3,5) 7 ,as =(6,3,2) ,ai = (3,1,0) 


下 的 坐标 ， 
4. 在 了 中 , 取 两 个 基 
oil=(1,2,1)7,a:=(2,3,3)7 ,as=(3,7, 一 2)7; 
有 =(3,1,4) ,8 =(5,2,1 六 ,8 =(1,1, -6)， 
试 求 坐 标 变换 公式 ， 
5. 在 了 ' 中 取 两 个 基 
el=(1,0,0,0) ， ai=(2,1, -1,1)， 
e: =(0,1,0,0) ， az=(0,3,1,0)7， 
e = (0,0,1,0)7， as=(5,3,2,1) ， 
ej=(0,0,0,1)7， Cj =(6,6,1,3) 7 ， 


(1) 求 由 前 一 个 基 到 后 一 个 基 的 过 渡 和 矩阵 ; 
〈2) 求 向 熏 (z 2， 开 3 4 六 在 后 一 个 基于 的 坐标 ; 
(3) 求 在 两 个 基 下 有 相同 坐标 的 向 重 . 


6. 说 明 zOy 平面 上 变换 r 人 |) < (jj4 何 意义 ,其 中 
了 


--1 0 0 0 
CD 4={ 小 CD) 4=(。 小 
G)4= (1 中 (Da=| 人 1 

1 0 ~1 0 


7. ” 阶 对 称 矩 阵 的 全 体 V 对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 一 个 & 2 也 维 线性 空间 .给 出 
阶 可 逆 矩 阵 忆 , 以 A 表示 V 中 的 任 一 元 索 , 试 证 合同 变换 
T(4)= 忆 4P 
.153 ， 


是 Y 中 的 线性 变换 ， 
8. 函数 集合 
V=fe=(azr+az+ao)erla alyaoE 了 R 
对 于 函数 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 .在 Vs 中 取 一 个 基 
gw, = zzer ,eg 一 zer ,0 一 er， 
求 微分 运算 D 在 这 个 基 下 的 矩阵 . 
9. 2 阶 对 称 矩 阵 的 全 体 


让 相公 
之 2 习 3 


对 于 矩阵 的 线性 运算 构成 3 维 线性 空间 ,在 v; 中 取 一 个 基 
1 0 0 1 0 0V 
ee 人 
0 0 1 0 0 1 
在 Vv; 中 定义 合同 变换 
ro 人 人 4 人 中 
1 1 0 1 


求 工 在 基 4, ,4:,4: 下 的 和 矩阵. 





1 ,me 
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习题 答案 


习题 一 
1.(〈1) -4; (2) 3abpc 一 a3 一 所 一 c3j 
《3) (ee 一 吕 )B 一 c)Cc 一 4) (4) -2(z 二 入)， 
2. (0) 0， (2) 4， (3) 5 (4) 3 (5) 2 也， (6) nn 一 1)， 
， 一 20Q23C032044432411023034242 
. (1)0; (2) 0; (3) 4apcdef; (4) abcd+ ap+cz+ad+1. 
.人 (1) -3 或 +V3; (2) a,5 或 c， 
(1) oo (o 1); (2) [z+(z-l)al(z-a) 3 


co tt 愉 人 届 


(3) TT (= 人 (4) TT (oa -2c); 
nr+1zi>Jz1 i=1 


(5) (- DCn 1)272 估 J (4 + 六 二 ) 


9. 24， 
10.〈1) zi =1,z:=2,z3=3,z4 = 一 1; 


(2) 二 和 汪 全 2 二 全 生 人 
211 211 211 211 
11. =1 或 4=0， 
12. =0,2 或 3. 
习题 二 
335 -2 14 ， ， 
6 -7 8 
1. (1) | 6|; (2) 10; (3) | -1 2|1; (4) (。 < -中 
49 -3 0 ; 
《5) az1 十 Q2a 2 + as33 3 二 2ai2ziZa 二 2431T3 十 2Q223 工 213 . 
一 2 413- 22 0 5 8 
2. 34B8 -24=|-2 -17 20|,4"B=|0 -5 6|， - 
4 29 一 2 2 9 0 
Zi 三 一 06zi 十 zi 十 3z3， 


3, 4za =12zi -4z; +9zy， 


23 二 一 10z, 一 zz+160z;. 
1 1 
5 (D 取 4=(_ | 1j 关 9 而 和 = 0 
1 0 人 
(2) 取 4= (0 中 夺 4 天 0,4 天 号 而 4 =4; 


”了 153 。 


(G3) 取 4= 1 oj xz= 人。 jz={(。 1] ,有 zxY 而 AK= hy 








0 0 0 0 0 工 
1 0 
6. 4 上 
AAA 1 
2 1 (A 一 1) 
从 3 0 
| 
0 0 
4 一 2 cos0 sin 0 
10. D )， 2 人 ) 
一 2 1 所) -sing cosb 
工 
&1 
-2 1 0 
13 1 
(3) 一 本 3 一 本 ; (4) 22 
-16 7 一 1 
工 
QGn 
-2 2 1 
2 一 23 
1 CDX= | 中 (2) 天 = 8 5 | 
了 了 3 
1 1 和 “二 并 0 
(3) X= | 1 | (4) X=|1 3 -4|. 
一 0 
4 1 0 -2 
ZI 三 1， ZI 三 3， 
12. (1) sz =0， (2) zz=0， 
2Z3 二 0; Z3 三 3 
和 三 一 7ZI 一 47 十 9z3， 


13. 4y =6zli+3z 一 773， 


33 三 3z) 十 27z: 一 4z3. 


14， 一 2. 
15. | 一 II 
20 1 
16. B=4+ 瑟 =|0 3 0|. 
1 0 2 


17. 如 =24=2diag(1, 一 2,1). 
18. 有 = diag(6,6,6, -1). 
| 2 了 | 


3V-1-20 -4-204) 人 -683 -684 
。 了 16 。 


19， 


1 1 1 
1 1 1 |. 
1 1 1 
(4 -五 ),(4+2 瑟 )” 


四 


(3 五 -4). 


-: 
一 了 -CA 


= 工 
4 


二 二 
2 


22. 4 


2 
-4 

| 
-9 


5 
2 
-4 
0 


2 
1 
0 
0 


1 
0 
0 
0 


23. 


0 
0 
0 


0 
0 


256 


0 24 
) (2) 


0 
0 


0 9 


S4 
0 





26. 


O 
了 吾 ”) 


DO 了 3 
O 


-1 


27. (1) 


0 
0 
0 
6 


8 
二 辽 


12 
一 个 . 
二 人 


24 

一 12 
-12 
3 


1 
24 


《2) 


二 


习题 三 


一 一 
《一 


书 一 己 


一 马 王 


己 吓人 呈 


一 -一 一 一 一 


《2) 


二 光 


己 一 所 


定 书 己 


m 所 王 


| 


〈3) 


0 


号 号 吓 


呈 王 所 王 


1 0 
0 1 
0 0 





,PA = 





2 0 

2 -1 0 

7 -6 1 
1 3 
2 5$ 


-3 
3 CD P={ 





且 三 


(: 0 
0 1 7 广 


,OO4- 


) mm 


已 一 十 


一 尼 局 








2 0 
5 0 
-7 1 


3 
一 4 





(2) @ 


ml ”la 
] 

cm 人 

上 je 一 一 Ia 


" 157 ， 


10 2 
5. (1) |-15 -3 | 2) { 起 
-4 7 

















12 帮 8 
0 1 -1 
和 0. 0 下 
1 一 1I 0 
7. 都 可 能 有 . 
8. RL4) 民 (8B) 过 >ROA) 一 1. 
1 0 1 0 0 
1 -tt 00 0 
9. 10 010 0|. 
0 0 01 0 
0 000 0 
司 旺 |3 2 -1 
10. CD R=2,| | (2) R=3,|2 -1 -3| 尖 0 
7 0 -8 
2 工 7 
(3) R=3,|2 -3 - 引 z0.， 
1 0 .0 
12. 1) R=1; (2)&= -2; (3) 有 天 1 且 & 上 天 一 2. 
和 
1 3 Yl 二 1 
13.〈1》) 医 = c 人 〈2) 名 = ci 十 ca 
3 4 | ， | zs 0 0 
4 4 0 
上 
-到 全 平 克 
立 1 17 工 7 
(G3) | | =c| 互 | (4) | =o | 于 |+e| -名 
23 5 Za 
xz， 开 zx 四 
1 0 上 上 


代 寺 


1 
1 
工 工 ] 
2 二 | 
《3) 和 二 Cl 1 +ca 0 | 
0 | 1 
0 0 


. 158 ， 


工 工 -6 
并 7 7 7 
2 5 9 1 汐 

(4) 一 5C1 了 二 ca 大 直 了 是 

之 

1 0 0 
区 乏 

0 1 0 


Zi 一 2xzi+2z4=0， 





之 2 十 323 一 4z4 =0. 


16. (1) 夭 1,-2; (2) =-2; (3) 和 =1. 


立 1 1 1 
17. =1 时 有 解 |zz|=c |， | 


1 0 


站 人 


18. 1 天 1, 且 1 夭 10 时 有 惟一 解 ;1 = 10 时 无 解 ;1=1 工 时 有 无 穷 多 解 , 解 为 


1 二 此 2 1 
2 | 三 CI 1 二 ca: 0 | 二 
1 


0 


这 3 
之 1 
= -2 时 有 解 


2 | 三 C 











涝 3 


四 











3 0 
习题 四 

4,(〈1) 线性 相关 ;， 《〈2) 线性 无 关 . 

5. ae=2 或 ae= -1. 


6. 8=cal 一 (1+c)az，cER. 
1 0 0 0 
11.〈1) al ,az; (2) ai，,a2. 
12，(1) ai ,aa ,ai 为 最 大 无 关 组 ,ai = 号 ai - oz + 203i 


(2) 02 02，03 为 最 大 无 关 组 ,e4 = @ +3a， 一 03, 45 三 一 02 十 03. 
13. & =2,5=3， 





0 0 0 
19. (1) B= |1 0 中 (2) 141=10. 
0 1 =-1 
0 -4 . 工 0 
1 0 7 0 
20. oo ,5 一 史上 〈2) 5 = 6 , 62 = | 
4 -3 19 2 


"了 59 ， 


工 
(3) 《5 ea = 
1 
一 闫 一 九 十 1 ae 一 2 
1 0 
21. 2 
8 T| 
0 1I 
5 YI 一 2x2 十 2X3 王 0， 
2x1 一 3x + xx =0. 
二 寺 0 1 一 工 
23， (1) 工 :2 = ) 改 : 一 ;了 :上 ,= ， 上: 一 | 1(2) x=< 
1 0 一 
-8 一 上 
13 1 
26， (1) = 0 ) 攻 二 汪 
2 0 
-17 -9 4 
0 1 
(2) 妨 = 和 ,5 二 ,62 一 | 7 
2 
0 0 1 
3 2 
27. YX 一 上 十 8 
5 4 
6 3 


28. (1) = -4 且 pF0; (2) ao 天 -4 
《3) a=-4, 且 8B=0,8=cai 一 (2c+1l)ai +ai. 


11 1f1 
| 
1 1 
0) 1 
34.， Vi 是 , V，, 不 是 . 
37. zi =2al+3a: -ayo=3al -3a; 一 201. 
2 3 4 
38. | 0 -1 | 
-1 0 -1 





"JI60 ， 


习题 五 
1. 和 = 一 2,c=(-2,2,-1)7 


1 -1 1 
2. (1) 》 = 中 | 二 人 | 
1 1 1 


1 1 一 1 

0 1 | -3 1 3 
2) 5, = ,0 = 一 ,03 = 一 。 
| 

工 1 4 


3.《1) 不 是 ; 《2) 是 . 


6. (1) 从 三 一 1 为 三 重 根 ,p = 





(2) 1 = -1,1) =9,1;=0i 


本 














1 0 1 0 
(3) 1 = =1 = = -1 人 
1 2 一 4 A3 4 9 且 1，Pp2，Dp3 ，Pp4 0 1 0 1 。 
0 1 0 -1 
12. 18. 
13. 25， 
15. zx = 3. 
16, (1l) ae=-3,5=0,)= -1;i (2) 不 能 ， 
1 0 5 一 1 
17. 4 = |0 5 0 
0 0 S100 
和 T z 29+ ( 诱 -gm 
人 人 
力 1-9 和 3 \ 庆 925+(g 一 访 )r 
其 中 -~=1- 户 - 9. 
1 2 -2 
19. (D P= 椰 2 1 -2|,p-14P= 和 
2 -2 1 4 
0 -4 
3 3V2 
2 1 1 
人 -1 
(2) 也 了 万 “3 万 | ,4P 1 
2 _ 工 
3  V2 3V2 


"161 ， 








和 
2 3 3V2 
20. zz=4,y=5, 卫 = 由 
人 ” ”3y2 | ， 
| 
w2 3 3V2 
二 2 3 一 3 : 
21. 4=|-4 5 -| ERA 
-4 4 -2 本 人 
-1 0 2 、 SA 
.4 要 0 1 中 加 er 
2 2 0 
4 1 1 
:| 
1 1 4 | 
24. (2) ,= ons = = 0， 人 
te 
QI 一 &2 一 Qun 是 
(Pi，p2 ，…，Ppnu ) 一 人 和 
中 必 a， ， j ai 


1 5 ! 1 并 1 一 2 
2S$，(1) =- ?1 下 2)21 让 诗 ' -2 
-2 -2 4 


1 
26. (1) 7j= (zy， 中 
1 5 

(2) reoal- 
一 2 * 


(3) = (zlyzzyz3) - 1 


1 -1 0112 
1 3 之 2 
0 3 1 这 3 
5 下 
| | 1 
27、 o 人 让 (Ci|357 
2 1 2 
5 7 39) 
1 0 
之 ! 1 


28.《〈1)》 .zz | = 2 
zs |0 上 圭 -上 
2 


”ITIL62 。 

















二 进去 直 
3 V2 6 
了 1 2 寻 
一 二 “0 2 
(2) 尼 2 \ 万 6 ?2 1， 
之 3 _ 工 请 JJ3 | 
\3 V2 6 
=2 二 交 一 史 
4 工 0 
3V5 3 
沁 1 2 1! 
29. 中 人 本 万 加 
| 
3V2 3 V2 
2x2+1lv =1. 
和 洛 
2 
1 
31. (1 AKC)=+ 呈 -2 C= |0 起 -1|4Cc1= 方 ) 
0 0 1 
1 1 -1 
(2) F(Cy)=-Y+WNC=|0 1 0|(cl=1). 
0 -1 1 
1 -1 -1 
1 1 
(3) 几 C7)= 站 + 呈 +C= 方 0 2 2 人 
0 0 1 
32. - 子 <a<0. 
33. 〈1) 负 定 ; (2) 正定 ， 
习题 六 


1. 各 个 线性 空间 的 基 可 取 为 


1 0 0 1 0 0 0 0 

和 “人 路 cl 中 al 0 )==(。 小 
1 0 on /oo 

人 “= 人 (。 ja 中 “= 中 


1 0 0 0 0 1 
ee 全 
0 0 0 1 1 0 


3. (1, -2,6) . 
4， 设 mw 在 cl,a:，,Gi 下 的 坐标 是 (zi ,zzs) ,在 PP ,pp ,p: 下 的 坐标 是 (zz 2，， 
z0) ,有 
。 了 了 63 。 


2 0 5 
1 3 3 
5.《〈1) 卫 = 
1 1 2 
1 0 1 
2 12 
zz | 1| 1 12 
《2) ， 2 
工 1 一 了 二 


(3) &(1,1, 1 一 1 
6.(〈1) 关于 > 轴 对 称 ; 
(2) 投影 到 > 轴 ; 

(3) 关于 直线 = z 对 称 ; 
(4) 顺 时 针 方 向 旋转 90”. 


1 0 0 
7. |2 1 0 
0 1 1 
1 0 0 
8. |1 1 0 
1 2 1 


”了 164 。 


郑重 声明 


高 等 教育 出 版 社 依法 对 本 书 享 有 专 有 出 版 权 。 任 何 未 经 许可 的 复制 .销售 
行为 均 违反 《中 华人 民 共 和 国 著作 权 法 》, 其 行为 人 将 承担 相应 的 民事 责任 和 行 
政 责任 ,构成 犯罪 的 ,将 被 依法 追究 刑事 责任 。 为 了 维护 市 场 秩序 ,保护 读者 的 
合法 权益 ,避免 读者 误 用 盗版 书 造成 不 良 后 果 ,我 社 将 配合 行政 执法 部 门 和 司法 
机 关 对 违法 犯罪 的 单位 和 个 人 给 予 严厉 打击 。 社 会 各 界 人 士 如 发 现 上 述 侵 权 行 
为 ,希望 及 时 举报 ,本 社 将 奖励 举报 有 功 人 员 。 

反 盗 版 举报 电话 : (010)58581897158581896158581879 

传 真 : (010) 82086060 

也 -~-_ mail， dd@hep.com.cn 

通信 地 址 : 北京 市 西城 区 德 外 大 街 4 号 

高 等 教育 出 版 社 打 击 盗版 办 公 室 

邮 编 : 100011 


购书 请 拨打 电话 : (010)58581118 


短信 防伪 说 明 ， 

本 图 书 采 用 中 国 扫黄 打非 出 版 物 短信 防伪 系统 ,用 户 购书 后 乔 开 封底 防伪 
密码 涂 层 ,将 16 位 防伪 密码 发 送 短信 至 93881280 ,免费 查询 所 购 图 书 真 伪 , 同 
时 您 将 有 机 会 参加 鼓励 使 用 正版 图 书 的 抽奖 活动 , 赢 取 各 类 奖项 ,详情 请 查询 中 
国 扫黄 打非 网 (www.shdf.gov.cn)。 

短信 反 盗 版 举报 :编辑 短信 “JB, 图书 名 称 , 出 版 社 , 购 买 地 点 "发 送 至 
9588128 

短信 防伪 客服 电话 :(010)5$8$8230015S8582301/58582302 


中 国 高 校 数学 课程 网 站 增值 服务 说 明 : 

1. 本 书 随 书 附 赠 中 国 高 校 数学 课程 网 站 的 30 个 充值 点 数 ,网 址 :http:// 
math. cncourse. com; 

2. 在 中 国 高 校 数学 课程 网 站 注册 并 充值 后 ,用 户 可 进行 免费 浏览 、 在 线 答 
疑 、. 课 后 交流 等 学 习 活动 ,并 可 下 载 例 题 .习题 等 与 该 课程 相关 的 教学 资源 。 


注意 事项 : 

(一 ) 请 首先 在 课程 网 站 注册 ,然后 在 个 人 服务 /我 的 账户 点 选 “ 我 要 充值 ” 
进行 充值 ; 

(二 ) 请 将 封底 涂 层 刮 开 ,将 16 位 密码 输 和 人 “充值 卡 密码 ”窗口 ,重复 确认 并 
填写 验证 码 , 按 “ 提 交 ”" 激 活 , 有 效 使 用 时 间 为 充值 后 二 年 ,过 期 作废 。 

电子 邮箱 :xuchj@hep.com.cn 



























我 
Ze 
本 一 
亲人 和 
于 -一 
你 泗 7 
区 












































本 书 第 三 版 获 2000 年 中 国 高 校 
科学 技术 二 等 奖 













口 高 等 数学 第 六 版 上 册 同济 大 学 数学 系 
高 等 数学 第 六 版 下 册 同济 大 学 数学 系 
高 等 数学 附 册 学 习 辅 导 与 习题 选 解 同济 ， 第 六 版 同济 大 学 数学 系 
高 等 数学 习题 全 解 指南 上 册 同济 ， 第 六 同济 大 学 数学 系 
口 高 等 数学 习题 全 解 指 南 下 册 同济 ， 第 六 同济 大 学 数学 系 
国 工程 数学 一 一 线性 代数 第 五 版 同济 大 学 数学 系 
口 线性 代数 附 册 学 习 辅 导 与 习题 全 解 同济 ， 第 五 版 同济 大 学 数学 系 
口 工程 数学 一 一 新 编 统 计 学 同济 大 学 数学 系 
口 工程 数学 一 一 概率 统计 简明 教程 同济 大 学 应 用 数学 系 
口 概率 统计 简明 教程 附 册 学 习 辅导 与 习题 全 解 同济 大 学 应 用 数学 系 








口 












































BN978-7-04-~021218-1 


87040 21218 
| 12， | 定价 12.1" 元 | 











明码 “9107 3284 0703 3961 
6 省 加 


